
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008) 1023–1028
http://france.elsevier.com/direct/CRASS1/

Théorie des nombres

Régulateurs supérieurs, périodes et valeurs spéciales
de la fonction L de degré 4 de GSp(4)

Francesco Lemma

Mathematisches Institut der Universität Bonn, Betringstr., 53111 Bonn, Germany

Reçu le 30 janvier 2008 ; accepté le 17 juillet 2008

Disponible sur Internet le 1er octobre 2008

Présenté par Pierre Deligne

Résumé

On présente des résultats en direction de la conjecture de Beilinson pour la fonction L de degré 4 associée à une représenta-
tion automorphe π du groupe symplectique GSp(4). Notre résultat principal relie certaines classes de cohomologie motivique sur
des puissances du schéma abélien universel sur la variété de Shimura de GSp(4) au produit d’une intégrale archimédienne, d’une
période occulte définie par Harris, d’une période de Deligne et de la valeur spéciale de la fonction L prédite par la conjecture de Bei-
linson. On suppose pour cela que π est stable, de multiplicité un et a un certain modèle de Bessel. Pour citer cet article : F. Lemma,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Higher regulators, periods and special values of the degree 4 L-function of GSp(4). We present some results in direction
of Beilinson’s conjecture for the degree four L-function of an automorphic representation π of the symplectic group GSp(4). Our
main result relates some motivic cohomology classes over powers of the universal abelian scheme over the Shimura variety of
GSp(4) to the product of an archimedean integral, an occult period defined by Harris, a Deligne period and the special value of
the L-function predicted by Beilinson’s conjecture. We assume that π is stable, of multiplicity one, and has a Bessel model of a
specific type. To cite this article: F. Lemma, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Given a pure motive M over Q of weight � −3, Beilinson’s conjecture [9] relate the value L(0,M) of the L-func-
tion of M to the space of 1-extensions Ext1(Q(0),M) between the trivial motive and M in the category of mixed
motives over Q. Our aim is to extend Beilinson’s ideas [1] that lead to a proof of the conjecture for elliptic modular
forms and for some Hilbert modular forms over a real quadratic field [7], to the case of automorphic representations
of the symplectic group G = GSp4 = GSp(V4,ψ) where (V4,ψ) is a 4 dimensional symplectic space over Q.

Fix an embedding ι : GL2 ×Gm
GL2 → G, the fibre product being over the determinant, and two integers k �

k′ � 0. Up to isomorphism, there is a unique representation of G in a finite dimensional Q-vector space Wkk′
such
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1024 F. Lemma / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008) 1023–1028
that the restriction ι∗Wkk′
contains the irreducible representation [SymkV2 � Symk′

V2] ⊗ det⊗3, where V2 is the
standard representation of GL2. On the level of Shimura varieties, the embedding ι gives rise to a closed embedding
of codimension one

(E × E′)k+k′ ι′
Ak+k′

M × M′ ι S

of the product of two modular curves in the Siegel threefold. To the representation Wkk′
is associated a vari-

ation of Q-Hodge structure over S, that we denote in the same way. Consider the middle dimensional interior
cohomology H3

! (S,Wkk′
) = Im(H3

c(S,Wkk′
) → H3(S,Wkk′

)) with coefficients in Wkk′
and write H3

! (S,Wkk′
)R =

H3
! (S,Wkk′

)⊗ R, which is an object of the category of mixed real R-Hodge structures ([9] 2). For every integer n � 0
the Eisenstein symbol ([1] §3 and 4.3) is a morphism in the motivic cohomology space

B0
n

Eisn−−→ Hn+1
M

(
En,Q(n + 1)

)
.

Then the image of the composition of the Gysin morphism associated to ι′ and the external cup-product Eisk � Eisk′

is a subspace of the motivic cohomology space H4+k+k′
M (Ak+k′

,Q(k + k′ + 3)) (see the French version for details).

Denote by E k,k′
the sum of it’s translates under G(Af ). We then have our Theorem 1. It’s proof relies on the vanishing

theorem [13] Th. 5, the existence of Grothendieck’s six functors and Verdier duality on the derived categories of
mixed Hodge modules [12] and the computation of higher direct images of mixed Hodge modules in the Baily–Borel
compactifications of S and M × M′ [3]. The assumption k > k′ > 0 means that the highest weight of Wkk′

is regular,
which is necessary in order to apply [13] Th. 5.

Now let π = ⊗′
v πv be an automorphic cuspidal représentation of G and let S be the set of finite places where

π is unramified. To the standard representation of the neutral component of the Langlands dual LG0 = G(C) is
associated the degree four Euler product LS(s,π) = ∏

v /∈{∞}∪S L(s,πv) absolutely convergent for Re(s) big enough.

Assume that the archimedean component π∞ belongs to the discrete series L-packet P(Wkk′
) = {πH∞,πW∞ , π̄W∞ , π̄H∞}

associated to Wkk′
. Then the non-archimedean part πf is defined over it’s rationality field, a number field E(πf ) [2].

Assume also that π is stable and of multiplicity one, i.e. that the cuspidal multiplicities of the members of the L-packet
verify

m
(
πH∞ ⊗ πf

) = m
(
πW∞ ⊗ πf

) = m
(
π̄W∞ ⊗ πf

) = m
(
π̄H∞ ⊗ πf

) = 1.

An example of such a representation is given in [11]. These assumptions mean that the pure Hodge structure

MB

(
πf ,Wkk′) = HomQ

[
G(Af )

](ResE(πf )/Q,πf ,H3
!
(
S,Wkk′))

is regular and of dimension 4 and it follows easily from the computation of it’s Hodge types that the space
Ext1

MHS+
R

(R(0),MB(πf ,Wkk′
) ⊗ R) is of dimension one. This space is endowed with a natural rational “Deligne”

structure D(πf ,Wkk′
) ([9] 2). Furthermore, via our previous theorem, it contains another rational subspace

R(πf ,Wkk′
). Our Theorem 3 states that the difference of these two rational structures is the product of a Deligne

period by a global adelic integral defined and studied in [10].
The properties of the integral above rely on the Fourier expansion of the integrated cusp form along the Siegel

maximal parabolic of G, whose unipotent radical is the group of 2 by 2 symmetric matrices. Write π ′ for the repre-
sentation π̌ ||−k−k′−3 generated by φ, where π̌ is the dual of π . In the following theorem, we assume that π ′ has a
generalized Whittaker model, rather called Bessel model (see [10] 5.) with respect to such a matrix, that is assumed
to be isotropic. Anisotropic models are irrelevant if wants to have an integral over GL2 ×Gm

GL2, as above. On the
one side, the existence of such a Bessel model is equivalent to the non-vanishing of the integral of Theorem 3, hence
of the regulator R(πf ,Wkk′

), and gives on the other side it’s expansion in local integrals [10] Th. 5.2. At unramified
non-archimedean places one finds the local L-factor L(s,πv)L(s + 1

2 , α1v)
−1L(s + 1

2 , α2,v)
−1 [5]. Furthermore, ac-

cording to [6] Lem. 3.5.4, once we introduce the occult constant a(π ′, β,α1α2) ([6] Prop. 3.5.2) which measures the
difference between the rational structure coming from cohomology and the rational structure coming from the Bessel
model, we can assume that the unramified integrals are non-zero algebraic numbers. Hence we obtain Theorem 4. It
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should be mentioned that in the same way than the results of [6] and Deligne’s conjecture on critical values, this last
theorem and Beilinson’s conjecture lead to the expectation that the product of the occult period and the Deligne period
is algebraic.

1. Introduction

Soit M un motif de poids � −3. La conjecture de Beilinson [9] prédit que la réalisation de Betti des motifs mixtes

Ext1
(
Q(0),M

) rB−→ Ext1
(
R(0),MB

)
est une structure rationnelle du R-espace de droite. Son déterminant est alors une structure rationnelle R(M) du
R-espace de dimension un det Ext1(R(0),MB). Soit D(M) la structure rationnelle de Deligne de det Ext1(R(0),MB)

([9] 2.). La conjecture prédit d’autre part que la valeur en 0, dite non-critique, de la fonction L de M vérifie

R(M) = L(0,M)D(M).

Dans leurs grandes lignes, les idées mises en oeuvre ici pour s’approcher de la conjecture reprennent celles appliquées
par Beilinson [1] dans le cas des formes modulaires elliptiques, puis par Kings [7] dans celui des formes modulaires de
Hilbert : on commence par construire des classes de cohomologie motivique dans des puissances du schéma abélien
universel au-dessus de la variéte de Shimura étudiée, puis on montre que l’image de ces classes par le régulateur de
Beilinson est nulle sur le bord de la compactification de Baily–Borel. Cela permet, via la dualité de Poincaré, de relier
ces classes à une valeur demi-entière d’une représentation intégrale de la fonction L. Il s’agit ensuite d’étudier la
rationnalité en cohomologie de de Rham de la forme automorphe apparaissant dans l’intégrale, en relation avec celle
de son développement de Fourier et avec la structure rationnelle de Deligne.

On est confronté dans l’étude de ce nouveau cas à deux phénomènes nouveaux. L’un, technique, est que le bord
de la compactification n’est plus fait uniquement de pointes mais de courbes et de pointes. L’autre est que les formes
automorphes que l’on doit considérer ici sont non-holomorphes. En particulier, on ne dispose pas du principe de q-
développement qui rend équivalente la rationnalité du développement de Fourier de ces formes avec leur rationnalité
en cohomologie de de Rham. C’est la raison pour laquelle, contrairement aux travaux de Beilinson et Kings, des
périodes interviennent également dans le calcul des valeurs non-critiques de formes stables.

2. Construction explicite de 1-extensions via le symbole d’Eisenstein

Soit (V4,ψ) un Q-espace vectoriel de dimension 4 muni d’une forme alternée non dégénérée. On considère le
groupe

G = GSp4 = {
g ∈ GL(V4) | ∃ν(g) ∈ Gm, ∀v,w ∈ V4,ψ(gv,gw) = ν(g)ψ(v,w)

}
.

Soit A = R × Af les adèles de Q et A → S la variété de Shimura associée à G. C’est un système projectif de schémas
abéliens

(AKV �K → SK)KV �K

de dimension relative 2, indexé par le système inductif filtrant des sous-groupes ouverts compacts nets KV � K de
(V4 � G)(Af ) et muni d’une action de G(Af ). Pour tout tel K , le Q-schéma SK est quasi-projectif, lisse et de
dimension 3. Notons GL2 ×Gm

GL2 le groupe des couples de matrices inversibles de taille 2 et de même déterminant.
Soit V2 et det la représentation standard et la représentation déterminant de GL2. On fixe une immersion

GL2 ×Gm
GL2

ι−→ G

ainsi que deux entiers k � k′ � 0. A isomorphisme près, il existe une unique représentation irréductible Wkk′
de G

dont la restriction à GL2 ×Gm
GL2 contient [SymkV2 � Symk′

V2] ⊗ det⊗3. Son caractère central est x �→ xc(Wkk′
)

avec c(Wkk′
) = k + k′ + 6. On lui associe un système inductif de varitations de Q-strucutres de Hodge sur (SK)K ,

pures de poids −c(Wkk′
), si bien que pour tout K la cohomologie intérieure H3

! (SK,Wkk′
) = Im(H3

c(SK,Wkk′
) →

H3(SK,Wkk′
)) est une Q-structure de Hodge pure de poids w = −c(Wkk′

) + 3. Soit MHS+
R

la catégorie abélienne
des R-structures de Hodge mixtes munies de l’involution de de Rham [9] 2.4. Comme SK est un Q-schéma, on a

H3
!
(
SK,Wkk′) = H3

!
(
SK,Wkk′) ⊗ R ∈ MHS+.
R R
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Considérons d’autre part la variété de Shimura de GL2, un système projectif E → M = (ELV �L → ML)LV �L de
courbes elliptiques relatives indexé par les sous-groupes ouverts compacts nets LV � L ⊂ (V2 � GL2)(Af ). En
renvoyant à [1] § 3 et 4.3 pour un énoncé précis, rappelons que pour tout entier n le symbole d’Eisenstein Eisn est un
morphisme dans la cohomologie motivique

B0
n

Eisn−−→ Hn+1
M

(
En,Q(n + 1)

) = lim−→ Hn+1
M

(
En

LV �L,Q(n + 1)
)
.

On en déduit des classes dans la cohomologie motivique de Ak+k′
de la façon suivante : à l’immersion ι sont associées

des immersions fermées ι et ι′,

(E × E′)k+k′ ι′
Ak+k′

M × M′ ι S

et une fois fixée une projection p : (E × E′)k+k′ → Ek × E′k′
au-dessus de M × M′, la composée du cup-produit

externe, du pull-back par p et du morphisme de Gysin associé à ι′ définit un morphisme

Eisk,k′ = ι′∗p∗(Eisk � Eisk′)
: B0

k ⊗ B0
k′ → Hk+k′+4

M
(
Ak+k′

,Q(k + k′ + 3)
)

= lim−→ Hk+k′+4
M

(
Ak+k′

KV �K,Q(k + k′ + 3)
)
.

Théorème 1. Soit H4+k+k′
D (Ak+k′

,R(k + k′ + 3))Q̄ = lim−→ H4+k+k′
D (Ak+k′

KV �K,R(k + k′ + 3)) ⊗ Q̄ la cohomologie de

Deligne [9] 7. Soit E k,k′ ⊂ H4+k+k′
M (Ak+k′

,Q(k + k′ + 3)) la somme des translatés sous l’action de G(Af ) de l’image

de Eisk,k′
. Si k > k′ > 0 alors le régulateur rD en cohomologie de Deligne induit un diagramme commutatif

E k,k′ H4+k+k′
M

(
Ak+k′

,Q(k + k′ + 3)
)

rD

lim−→ Ext1
MHS+

R

(
R(0),H3

!
(
SK,Wkk′)

R

)
H4+k+k′

D
(
Ak+k′

,R(k + k′ + 3)
)
Q
.

La démonstration repose sur le théorème d’annulation [13] Th. 5, l’existence des six opérations de Grothendieck
et de la dualité de Verdier sur les catégories dérivées des modules de Hodge mixtes [12] et le calcul des images
directes supérieures des modules de Hodge mixtes dans les compactifiactions de Baily–Borel de S et de M × M′ [3].
L’hypothèse k > k′ > 0 signifie que le plus haut poids de Wkk′

est régulier. Elle permet d’appliquer [13] Th. 5.

3. Lien des 1-extensions avec la valeur spéciale

Soit π = ⊗′
v πv une représentation automorphe cuspidale irréductible de G et soit S l’ensemble des places finies

où π est non ramifiée. A la représentation standard de la composante neutre du dual de Langlands LG0 = G(C) est
associé le produit eulérien de degré quatre LS(s,π) = ∏

v /∈{∞}∪S L(s,πv) absolument convergent si s est de partie
réelle assez grande.

Proposition 2. ([10] Th. 5.1.) Notons Π = GL2 ×Gm
GL2. Soit B ⊂ Π le Borel standard et Z ⊂ Π le centre. Soit α1

et α2 deux caractères de Hecke de A×. Pour toute fonction de Schwartz–Bruhat Φ sur (V2 ⊕ V2)(A) et tout s ∈ C on
considère la fonction définie sur Π(A) par

h �→ f Φ(h,α1α2, s) = |deth|s+ 1
2

∫
A×

∫
A×

Φ
[
(0,0, x, y)h

]|xy|s+ 1
2 α1(x)α2(y)d×x d×y.

Alors la série d’Eisenstein EΦ(h,α1α2, s) = ∑
γ∈B(Q)\Π(Q) f

Φ(γ h,α1α2, s) est bien définie, absolument conver-
gente pour s de partie réelle assez grande, et se prolonge analytiquement en une fonction méromorphe sur C vérifiant
une équation fonctionnelle s ↔ 1 − s.
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Supposons dorénavant que la composante archimédienne de π est un membre non-holomorphe du L-paquet de sé-
ries discrètes P(Wkk′

) = {πH∞,πW∞ , π̄W∞ , π̄H∞} associé à Wkk′
. Supposons également que π est stable et de multiplicité

un, c’est-à-dire que les multiplicités cuspidales des représentations de même partie non-archimédienne que π et de
partie archimédienne dans P(Wkk′

) vérifient

m
(
πH∞ ⊗ πf

) = m
(
πW∞ ⊗ πf

) = m
(
π̄W∞ ⊗ πf

) = m
(
π̄H∞ ⊗ πf

) = 1.

Un exemple de telle représentation est donné dans [11]. Le théorème suivant lie alors l’espace E k,k′
du Théorème 1 à

une valeur demi-entière de la représentation intégrale de LS(s,π) construite dans [10] à partir de la série d’Eisenstein
de la Proposition 2.

D’après [2], la composante non-archimédienne πf de π est définie sur son corps de rationnalité E(πf ), qui est un
corps de nombres. L’action de G(Af ) sur la limite inductive pour K de plus en plus petit lim−→ H3

! (SK,Wkk′
) permet

de considérer la Q-structure de Hodge à coefficients dans E(πf ) et munie de l’involution de de Rham

MB

(
πf ,Wkk′) = HomQ

[
G(Af )

](ResE(πf )/Q,πf , lim−→ H3
!
(
SK,Wkk′))

,

qui est pure de poids w. Soit MB(πf ,Wkk′
)R l’objet de MHS+

R
obtenu par extensions des scalaires à R. Les hypothèses

faites sur π impliquent que le E(πf ) ⊗ R-module Ext1
MHS+

R

(R(0),MB(πf ,Wkk′
)R) est de rang 1. Soit D(πf ,Wkk′

)

la E(πf )-structure de Deligne ([9] 2.) de Ext1
MHS+

R

(R(0),MB(πf ,Wkk′
)R). D’après le Théorème 1, à l’image par le

régulateur de l’espace E k,k′
est associé un autre sous E(πf )-espace R(πf ,Wkk′

) ⊂ Ext1
MHS+

R

(R(0),MB(πf ,Wkk′
)R).

Théorème 3. Supposons que k > k′ > 0, que π est stable et de multiplicité un. Supposons que le caractère central
de π est de signe (−1)k+k′

. Soit (α1, α2) des caractères de Hecke de A× de normes respectives −k′ et −k et de

signes respectifs (−1)k et (−1)k
′
. Soit c(−1)k+k′+1

(πf ,Wkk′
) ∈ E(πf )⊗ C la période de Deligne de signe (−1)k+k′+1

associée à πf et Wkk′
[4] (1.7.2). Alors il existe une forme cuspidale φ ∈ π̌ ||−k−k′−3 et une fonction de Schwartz–

Bruhat Φ sur (V2 ⊕ V2)(A) telles que, dans le E(πf )⊗C-module Ext1
MHS+

R

(R(0),MB(πf ,Wkk′
)R)⊗C de rang un,

on a

R
(
πf ,Wkk′) ≡ c(−1)k+k′+1(

πf ,Wkk′)

×
∫

[Z′
2(A)(GL2×Gm GL2)(Q)]\(GL2×Gm GL2)(A)

φ(x)EΦ

(
x,α1α2, k + k′ + 3 − 3

2

)
dxD

(
πf ,Wkk′)

à multiplication par un nombre algébrique non nul et une puissance de i et de π ( !) près.

Dans la démonstration de ce théorème, on associe à φ une forme différentielle harmonique à valeurs vectorielles sur
S, que l’on suppose rationnelle en cohomologie de de Rham. On utilise ensuite la description explicite de l’image de la
1-extension R(πf ,Wkk′

) dans la cohomologie de Deligne en termes de courants et de celle de R(πf ,Wkk′
) dans une

base rationnelle de MB(πf ,Wkk′
). La théorie de l’intégrale de [10] repose sur le développement de Fourier de la forme

intégrée par rapport au parabolique de G, dit de Siegel, dont le radiacal unipotent est le groupe des matrices symé-
triques de taille 2. Notons π ′ la représentation π̌ ||−k−k′−3 engendrée par φ. Dans le théorème qui suit, on suppose que
π ′ a un certain modèle de Whittaker généralisé, dit aussi modèle de Bessel (voir [10] 5.) par rapport à une telle matrice,
supposée isotrope. L’existence de ce modèle de Bessel est d’une part équivalente à la non nullité de l’intégrale globale
du Théorème 3 et en donne d’autre part un développement en produit eulérien d’intégrales locales [10] Th. 5.2. En les
places non-archimédiennes v non ramifiées, on trouve le facteur local L(s,πv)L(s + 1

2 , α1v)
−1L(s + 1

2 , α2,v)
−1 [5].

Par ailleurs, d’après [6] Lem. 3.5.4, quitte à faire intervenir la période occulte a(π ′, β,α1α2) ([6] Prop. 3.5.2), les
intégrales non archimédiennes ramifiées sont des nombres algébriques non nuls. On en déduit le :

Théorème 4. Conservons les hypothèses du théorème précédent. Soit β ∈ GL2(Q) une matrice symétrique isotrope
sur Q, soit S l’ensemble fini formé des places non-archimédiennes où α1, α2 et π sont non-ramifiés et soit Z∞
l’intégrale archimédienne Z∞(φ∞, β,Φ∞, α1∞α2∞, k+k′+3− 3 ) [10] 3. Soit ω0

π la partie d’ordre fini du caractère
2 f
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central de π , soit N son conducteur et soit ε(ω0
πf

) = ∑
n∈(Z/NZ)× ω0

πf
(n) ⊗ e

2niπ
N ∈ E(πf ) ⊗ R la somme de Gauss

associée. Soit a(π ′, β,α1α2) ∈ C× la période occulte associée à π ′, β et α1α2. S’il existe un modèle de Bessel de π ′
relatif à (β,α1α2) alors, dans le E(πf ) ⊗ C-module de rang un Ext1

MHS+
R

(R(0),MB(πf ,Wkk′
)R) ⊗ C on a

R
(
πf ,Wkk′) ≡ Z∞a(π ′, β,α1α2)c

(−1)k+k′+1(
πf ,Wkk′)

ε
(
ω0

πf

)
LS

(
−3

2
, π̌f

)
D

(
πf ,Wkk′)

à multiplication par un nombre algébrique non-nul et une puissance de i et de π ( !) près.

Remarque. – Dans les Théorèmes 3 et 4 ci-dessus, les puissances de i et de π sont calculables explicitement. Mais
cela ne semble pas nécessaire tant que l’intégrale archimédienne Z∞ n’a pas été calculée. On s’attend à ce que cette
intégrale soit un produit de facteurs Γ et de puissances de i et de π , comme c’est le cas dans [8].

– Comme le Théorème 4 et la conjecture de Beilinson, les résultats principaux de [6] et la conjecture de Deligne [4],
montrent que la période occulte devrait être, à multiplication par un nombre algébrique non-nul près, l’inverse de la
période de Deligne c(πf ,Wkk′

).
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