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Résumé

On démontre que, pour une large classe de groupes, le nombre de Reidemeister d’un automorphisme φ est égal au nombre de
points fixes de dimension finie de φ̂ sur le dual unitaire, si l’un de ces nombres est fini. Ce théorème est une généralisation naturelle
aux groupes infinis du théorème classique de Burnside–Frobenius. Il a des conséquences importantes en dynamique topologique.
Pour citer cet article : A. Fel’shtyn, E. Troitsky, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Twisted Burnside–Frobenius theory for virtually polycyclic groups. It is proved for a wide class of groups that the Reide-
meister number of an automorphism φ is equal to the number of finite-dimensional fixed points of φ̂ on the unitary dual, if one of
these numbers is finite. This theorem is a natural generalization to infinite groups of the classical Burnside–Frobenius theorem. It
has important consequences in Topological Dynamics. To cite this article: A. Fel’shtyn, E. Troitsky, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let G be a countable discrete group and φ : G → G an endomorphism. Two elements x, x′ ∈ G are said to be
φ-conjugate or twisted conjugate, if there exists g ∈ G with x′ = gxφ(g−1).

The number of φ-conjugacy classes (or Reidemeister classes) is called the Reidemeister number of an endomor-
phism φ and is denoted by R(φ). If φ is the identity map then the φ-conjugacy classes are the usual conjugacy classes
in the group G.
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If G is a finite group, then the classical Burnside–Frobenius theorem says that the number of classes of irreducible
representations is equal to the number of conjugacy classes of elements of G. Let Ĝ be the unitary dual of G i.e. the
set of equivalence classes of unitary irreducible representations of G. If φ : G → G is an automorphism, it induces a
map φ̂ : Ĝ → Ĝ, φ̂(ρ) = ρ ◦ φ. Therefore, by Burnside–Frobenius theorem, if φ is the identity automorphism of any
finite group G, then we have R(φ) = # Fix(φ̂). This statement remains true for φ �= Id and finite G [3, p. 645], [8,
Theorem 6.32].

In the original formulation by Fel’shtyn and Hill [3] the conjecture about twisted Burnside–Frobenius theorem
asserts an equality of R(φ) and the number of fixed points of φ̂ on Ĝ. This conjecture was proved in [3,5] for f.g. type
I groups. But in [6] a counterexample was found. This leads to a new formulation, where only finite-dimensional fixed
points are under consideration. The new conjecture is proved in the present paper for a wide class of f.g. groups. On
the other hand this counterexample led to a new (weak) formulation which was proved in [14] for any discrete group.

In the present Note we introduce the property RP for a countable discrete group (Definition 2.3): there is an
epimorphism onto a finite group, which respects the automorphism under consideration and induces a bijection of
φ-conjugacy classes. Then we prove that RP respects some extensions (Theorem 2.5) and that virtually polycyclic
groups are RP-groups. Twisted Burnside–Frobenius theorem is valid for them (Theorems 3.2, 4.6) in the following
formulation: R(φ) coincides with the number Sf (φ) of fixed points of φ̂ on the finite-dimensional part of Ĝ, if one
of R(φ) and Sf (φ) is finite. Nevertheless for the groups with extreme properties (some infinite groups with a finite
number of conjugacy classes) from Section 4 even the modified conjecture is not true.

1. Introduction

Définition 1.1. Soient G un groupe dénombrable discret et φ : G → G un endomorphisme. Deux éléments x, x′ ∈ G

sont dits φ-conjugués s’il existe g ∈ G tel que x′ = gxφ(g−1). Nous écrirons {x}φ pour la classe de φ-conjugaison
ou classe de conjugaison tordue d’un x ∈ G. Le nombre de classes de φ-conjugaison (ou classes de Reidemeister)
est appelé le nombre de Reidemeister de l’endomorphisme φ et est noté R(φ). Lorsque φ est l’identité, le nombre de
classes de φ-conjugaison est le nombre usuel de classes de conjugaison dans le groupe G.

Si G est un groupe fini, un théorème classique de Burnside–Frobenius dit que le nombre de classes de représenta-
tions irréductibles est égal au nombre de classes de conjugaison dans G. Soit Ĝ le dual unitaire de G, i.e. l’ensemble
des classes d’équivalence de représentations unitaires irréductibles de G. Si φ : G → G est un automorphisme, il
induit une application φ̂ : Ĝ → Ĝ, φ̂(ρ) = ρ ◦ φ. Ainsi, par le théorème de Burnside–Frobenius, si φ est l’identité
d’un groupe G fini, alors R(φ) = # Fix(φ̂). Ce résultat reste vrai pour φ �= Id et G fini [3], [8, Theorem 6.32].

L’idée de généraliser ce théorème au cas d’automorphismes distincts de l’identité et de groupes infinis est motivée
par des questions de dynamique et a fait l’objet d’une série d’articles [3,1,5,6]. Dans sa formulation originale par
Fel’shtyn et Hill [3], la conjecture pour un théorème de Burnside–Frobenius tordu affirme que R(φ) et le nombre
de points fixes de φ̂ sur Ĝ sont égaux. Cette conjecture a été démontrée dans [3,5] pour les groupes de type fini
de type I. Mais un contre-exemple à cet énoncé général a été donné dans [6] et a amené une formulation utilisant
seulement les points fixes de dimension finie. Dans le présent article, nous démontrons cette nouvelle conjecture pour
une large classe de groupes de type fini. Par ailleurs, le contre-exemple a donné lieu à une autre version (faible) qui a
été démontrée dans [14] pour tout groupe discret.

Dans cette Note, nous introduisons la propriété RP pour un groupe dénombrable discret (Définition 2.3). Nous
montrons ensuite la compatibilité de RP avec certaines extensions (Théorème 2.5) et le fait que les groupes virtuel-
lement polycycliques sont des RP-groupes. Le théorème de Burnside–Frobenius tordu est valide pour ces groupes
(Théorèmes 3.2, 4.6) si l’on considère seulement la partie de dimension finie de Ĝ. Cependant, pour les groupes
pathologiques de la Section 4 la conjecture même modifiée n’est pas vraie.

Des exemples de groupes et d’automorphismes de nombre de Reidemeister fini ont été obtenus et étudiés
dans [1,7,6]. Pour les conséquences en dynamique et théorie des nombres, nous renvoyons à [1,5]. Par ailleurs, pour
les groupes hyperboliques de Gromov, les groupes de Baumslag–Solitar et certaines généralisations, il a été démontré
que le nombre de Reidemeister est toujours infini (cf. [2,10,4,9]). Une des conséquences immédiates du théorème
de Burnside–Frobenius tordu est la formule de congruence

∑
d|n μ(d) · R(φn/d) ≡ 0 mod n, où μ est la fonction de

Möbius, très importante notamment pour les problèmes de réalisation en dynamique topologique [1].
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L’intérêt pour les relations de conjugaison tordue vient, en particulier, de la théorie du point fixe de Nielsen–
Reidemeister, de la théorie de Selberg et de la géométrie algébrique.

Nous terminons cette introduction par quelques résultats préliminaires.
Soit τg : G → G l’automorphisme τg(g̃) = gg̃ g−1 pour g ∈ G. Sa restriction à un sous-groupe normal sera égale-

ment notée τg .

Lemme 1.2. {g}φk = {g k}τ
k−1 ◦φ .

Corollaire 1.3. R(φ) = R(τg ◦ φ).

Pour un groupe abélien G, H := {e}φ est un sous-groupe et {g}φ = gH .
La construction suivante établit un lien entre les classes de φ-conjugaison et certaines classes de conjugaison d’un

autre groupe. Ce résultat a été obtenu dans un contexte topologique par Boju Jiang et Laixiang Sun. Soit une action
de Z sur G, i.e. un homomorphisme Z → Aut(G), n �→ φn et soit Γ le produit semi-direct Γ = G � Z. En termes
de générateurs et relations, Γ := 〈G, t | tgt−1 = φ(g)〉, où t est un générateur de Z. Le groupe G est un sous-groupe
normal de Γ . En tant qu’ensemble, Γ est de la forme : Γ = ⊔

n∈Z
G · tn, où G · tn est la classe à droite de Γ modulo

G contenant tn. Toute classe de conjugaison de Γ est contenue dans un G · tn. En effet, gg′tng−1 = gg′φn(g−1)tn et
tg′tnt−1 = φ(g′)tn.

Lemme 1.4. Deux éléments x, y de G sont φ-conjugués si, et seulement si, xt et yt sont conjugués au sens usuel
dans Γ . De plus, g �→ g · t est une bijection de l’ensemble des classes de φ-conjugaison de G sur l’ensemble des
classes de conjugaison de Γ contenues dans G · t .

2. Extensions et classes de Reidemeister

Soit une extension de groupes respectant l’homomorphisme φ :

0 H
i

φ′

G
p

φ

G/H

φ̄

0

0 H
i

G
p

G/H 0,

(1)

où H est un sous-groupe normal de G. L’argument ci-dessous, en particulier pour ce qui concerne les points fixes, a
une intersection avec [7].

D’abord, notons que l’image par p de toute classe de φ-conjugaison de G est une classe de φ̄-conjugaison de G/H .
En effet, p(g̃)p(g)φ̄(p(g̃−1)) = p(g̃gφ(g̃−1)). Supposons que R(φ) < ∞. La remarque précédente implique alors
R(φ̄) < ∞. Considérons une classe D = {h}τgφ′ , où τg(h) := ghg−1, g ∈ G, h ∈ H . La relation d’équivalence corres-

pondante est h ∼ h̃hgφ′(h̃−1)g−1. Puisque H est normal, l’automorphisme τg : H → H est bien défini. Nous noterons
également D l’image iD. La translation Dg de D est un sous-ensemble de Hg caractérisé par hg ∼ h̃(hg)φ′(h̃−1).

Par conséquent, c’est un sous-ensemble de {hg}φ ∩ Hg et la partition Hg = ∪({h}τgφ′)g est une sous-partition de
Hg = ∪(Hg ∩ {hg}φ).

Lemme 2.1. Supposons que dans (1), # Fix φ̄ = k < ∞ et R(φ) < ∞. Alors R(φ′) < ∞.

Un groupe dont toutes les classes de conjugaison sont finies, est appelé un FC-groupe. Dans un FC-groupe, les
éléments d’ordre fini forment un sous-groupe caractéristique avec un groupe facteur abélien localement infini. Un
FC-groupe de type fini contient dans son centre un groupe abélien libre d’indice fini dans le groupe en entier.

Lemme 2.2. Un automorphisme φ d’un FC-groupe G de type fini avec R(φ) < ∞ a un nombre fini de points fixes.
Ce résultat vaut également pour τx ◦ φ. Par conséquent, le nombre d’éléments g ∈ G pour lesquels il existe un x ∈ G

tel que gxφ(g−1) = x, est aussi fini.
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Définition 2.3. On dit qu’un groupe G possède la propriété RP si pour tout automorphisme φ tel que R(φ) < ∞,
les fonctions caractéristiques f des classes de Reidemeister (par conséquent, toutes les fonction φ-centrales) sont
périodiques, i.e. il existe un groupe fini K , un automorphisme φK et un épimorphisme F : G → K tel que (1) φK ◦F =
F ◦φ et (2) f = F ∗fL, où fL est la fonction caractéristique du sous-ensemble L. En particulier, F induit une bijection
des classes de Reidemeister. Si cette propriété est vraie pour un automorphisme φ particulier, nous indiquerons cela
par RP(φ).

Lemme 2.4. Supposons que G est de type fini et que R(φ) < ∞. Alors, les fonctions caractéristiques des classe de
φ-conjugaison sont périodiques (i.e. G possède la propriété RP(φ)) si, et seulement si, le décalage (shift) à gauche
engendre un espace de dimension finie.

Théorème 2.5. Supposons que dans l’extension (1) H possède la propriété RP et que G/H est un FC-groupe de type
fini. Alors G possède la propriété RP(φ).

Démonstration. On a R(φ̄) < ∞ et, par conséquent, # Fix(φ̄) < ∞ d’après le Lemme 2.2 et # Fix(τzφ̄) < ∞ pour
tout z ∈ G/H . Ainsi, par le Lemme 2.1, R(τgφ

′) < ∞ pour tout g ∈ G. Soient g1, . . . , gs , s = R(φ̄) des éléments de G

qui sont envoyés par p sur des classes de Reidemeister distinctes. On peut supposer que H possède la propriété RP
et trouver un sous-groupe caractéristique HK := KerF ⊂ H d’indice fini tel que F : H → K définisse une bijection
pour les classes de Reidemeister de chaque τgi

◦ φ′, i = 1, . . . , s ; de plus, il est contenu dans le stabilisateur de
chaque classe d’équivalence tordue de chacun de ces automorphismes. En particulier, il est normal dans G. On peut
alors considérer le quotient par HK de l’extension (1) : K ↪→ G1 := G/HK → Γ := G/H . Le passage au quotient
F1 : G → G/HK envoie {g}φ sur {g}φ et c’est la seule classe avec cette propriété (on conserve les notations e, g,φ

pour les objets du quotient).
Par le Lemme 2.4 (appliqué à G1 et à l’automorphisme concret φ), si l’on veut trouver une application

F2 : G1 → K1 comme dans la Définition 2.3, il suffit de vérifier que les décalages (shifts) de {h}φ ⊂ G1 forment une

collection finie de sous-ensembles de G1. Alors, la composition G
F1−→ G1

F2−→ K1 complète la preuve du théorème.
Nous pouvons appliquer le Lemme 2.4 car le groupe G1 est de type fini : on peut prendre comme générateurs tous

les éléments de K et certaines pré-images s(zi) ∈ G1 par p d’un système fini de générateurs zi de Γ . Montrons que
l’espace mentionné des décalages est de dimension finie. Par le Lemme 1.2, ces décalages de {h}φ ⊂ G1 forment une
sous-collection de {x}τy◦φ, x, y ∈ G1. Il s’ensuit, par le Corollaire 1.3, qu’il est suffisant de vérifier que le nombre
d’automorphismes distincts τy : G1 → G1 est fini et cela découle du fait que G1 est de type fini et de la propriété FC
pour Γ . �
3. Théorème de Burnside–Frobenius tordu pour les RP-groupes

Définition 3.1. On note Ĝf le sous-ensemble de Ĝ formé des représentations de dimension finie.

Théorème 3.2 (Théorème de Burnside–Frobenius tordu pour les RP-groupes). Soit G un RP-groupe, φ un automor-
phisme de G tel que R(φ) < ∞ et Sf (φ) le nombre de points fixes de φ̂ sur Ĝf . Alors R(φ) = Sf (φ).

Démonstration. Les coefficients des représentations de dimension finie irréductibles et non équivalentes sont linéai-
rement indépendants par le théorème de Frobenius–Schur.

La preuve résulte des trois assertions suivantes : (1) Si R(φ) < ∞, alors chaque fonction d’une φ-classe est une
combinaison linéaire finie de fonctionnelles tordue-invariantes qui sont des coefficients de points de Fix φ̂f . (2) Si
ρ ∈ Fix φ̂f , il existe (à un facteur multiplicatif près) une et une seule fonctionnelle tordue-invariante sur ρ(C∗(G))

(c’est une algèbre de matrices finie et pleine). Ceci provient de [5, Sect. 3]. (3) Pour différents ρ, les fonctions des
φ-classes sont linéairement indépendantes. Ceci s’ensuit de la remarque faite en début de preuve.

Notons que la propriété RP implique en particulier que les fonctions φ-centrales (pour φ tel que R(φ) < ∞) sont
des fonctionnelles sur C∗(G) et pas seulement sur L1(G), i. e., elles sont dans l’algèbre de Fourier–Stieltijes B(G).
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4. Exemples, contre-exemples, raffinements

En appliquant inductivement le Théorème 2.5, on peut montrer que tout groupe virtuellement polycycliques est un
RP-groupe et, par conséquent :

Théorème 4.1. Le nombre de Reidemeister de tout automorphisme φ d’un groupe virtuellement polycyclique avec
R(φ) < ∞ est égal au nombre de points fixes de dimension finie de φ̂ sur le dual unitaire du groupe.

Soit G un groupe discret infini ayant un nombre fini de classes de conjugaisons. Les groupes HNN (voir par
exemple [13]), les groupes d’Ivanov et d’Osin [11] en sont des exemples. Alors la fonction caractéristique de l’élément
unité n’est pas presque-périodique et l’argument ci-dessus n’est plus valide. De plus, ces groupes donnent lieu à des
contre-exemples à ce théorème. Par exemple, pour un groupe d’Osin, le nombre de Reidemeister R(Id) est égal 2 alors
qu’il n’existe qu’une seule représentation triviale de dimension finie (de dimension 1).

Un groupe G est dit séparé pour la conjugaison si pour toute paire g, h d’éléments non conjugués dans G, il existe
un quotient fini de G dans lequel ces éléments ne sont pas conjugués. Les groupes quotients de groupes polycycliques
par des groupes finis sont séparés pour la conjugaison. (cf. [12, Ch. 4]).

Définition 4.2. Un groupe G est dit séparé pour la φ-conjugaison pour un automorphisme φ : G → G si pour toute
paire g, h d’éléments non φ-conjugués dans G, il existe un quotient fini de G respectant φ dans lequel ces éléments
ne sont pas φ̄-conjugués.

Théorème 4.3. On suppose que R(φ) < ∞. Alors G est séparé pour la φ-conjugaison si, et seulement si, G est
RP(φ).

Théorème 4.4. Soit F : Γ → K un homomorphisme sur un groupe fini K qui sépare deux classes de conjugaisons de
Γ dans G · t . Alors, la restriction FG := F |G : G → Im(F |G) sépare les classes de φ-conjugaison correspondantes
dans G (par la bijection du Lemme 1.4).

Théorème 4.5. Soit une classe de groupes séparés pour la conjugaison, stable pour les produits semi-directs par Z.
Alors, cette classe est constituée de groupes séparés pour la φ-conjugaison. En particulier, tout groupe virtuellement
polycyclique est un groupe séparé pour la φ-conjugaison.

Théorème 4.6 (Théorème de Burnside–Frobenius tordu pour les groupes séparés pour la φ-conjugaison). Soit G un
groupe séparé pour la φ-conjugaison. Alors, R(φ) = Sf (φ) si l’un de ces nombres est fini.
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