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Résumé

Nous étudions une classe de systemes de Boussinesq—Stefan dont le second membre de 1’équation de conservation de la quantité
de mouvement est une force de gravité qui dépend de la temperature. Pour citer cet article : A. Attaoui, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 347 (2009).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Study of a nonlinear Boussinesq—Stefan system with second member having a growth. We give a few existence results
for solutions for a class of Boussinesq—Stefan systems, with suitable conditions on the forcing terms in the right-hand side of the
momentum equation depending on the temperature. To cite this article: A. Attaoui, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

We consider a class of nonlinear Boussinesq—Stefan systems of the type:

ur + (u - Vyu —2div(u(@)Du) + Vp=F(®) inQ, (1)
b(0); — div(a(x,0, V) + div(®(0)) = 2u(0)|Dul* in Q, )

with divu =0in Q, u =0 and 8 =0 on X7, u(t =0) = ug and b(0)(t = 0) = by in §2, where £2 is an open,
Lipschitz and bounded subset of RN (N =2,3), withboundary 02, T >0, Q0 =2 x (0,T) and X7 =952 x (0, T).
The unknowns are the velocity field u : £2 x (0, T) — R" and the temperature field 6 : £2 x (0, T) — R. The field
Du = %(Vu + (Vu)") is the so-called strain rate tensor field. Eq. (1) is the conservation equation of momentum
in which p and p respectively denote the kinematic viscosity and pressure of the fluid. In the right-hand side of
Eq. (1), the function F(9) represents the gravity’s force which is proportional to the variations of density through
the temperature. Eq. (2) is the temperature equation in which the right-hand side 1(9)| Du/|? is the dissipation energy
(see the hypotheses (11)—(20) of the French version). In the case where b € C!' and under additional assumptions
on b, there are solutions of systems similar to (1), (2) but within a particular framework (see, e.g. [4,6,9]). Under
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the assumptions adopted on b in our Note (possible discontinuities of »), Eq. (2) completed with standard boundary
and initial conditions is a Stefan-problem with L' data (see [3] and the references given there). When system (1),
(2) is investigated, the analysis developed in [3] cannot be used, since the dissipation energy is not stable in L'(Q)
with respect to approximations. The model studied in this Note is more general than those which are described in the
above references. Indeed, the viscosity coefficient and the external force are temperature-dependent (with nonlinear
dependence), the internal energy is also assumed to be nonlinear with respect to the temperature, there is a right-hand
side in the temperature equation which is quadratic in the spatial gradient of the velocity field and the diffusion term
in the temperature equation is of the Leray—Lions kind. As usual, the pressure p is eliminated in the system (1), (2).
In the sequel, we study the system (8), (9) of the French version. We are constrained to distinguish the case N =2 and
N =3 for stability and uniqueness reasons.

e The case N = 2. It is known that if F(9) € L>(0, T; H~'(£2)), then the Navier—Stokes equation (8) has a unique
weak solution for uq € (L?(£2))? and the dissipation energy w(0)|Du|* belongs to L' (Q). Eq. (9) is thus considered
naturally within the L' framework (see, e.g. [2,3,5]). To guarantee the uniqueness and the stability of the solution
of (9), we use the framework of renormalized solutions. This notion has been introduced by R.-J. DiPerna and P.-L.
Lions in [7] and [8] for the study of Boltzmann equations (see also P.-L. Lions [9] for applications to fluid mechanics
models). It was also adapted to parabolic version for equations of type (9) with L' data (see, e.g. [1,2]). The type
of solutions which we obtain depends on the behavior of the function F. If, for example, F is bounded, we obtain
solutions for all given initial data ug € (L2(£2))? and by € L' (£2). To study the case of more general functions F, it is
necessary to investigate the regularity of the solutions of (9). Under the assumptions adopted on b, the renormalized
solutions of Eq. (9) satisfy:

T
0 L>(0,T,L'(2)), Yk >0, //’DTk(9)|2dxdt < Ck,
02

with Ty (r) = min(k, max(r, —k)) Vr € R. Then, we show in a first step that 6 € L" (0, T'; L9(£2)) with 1 < g < oo and

1<r< qu. In order to have F(0) € L2(0, T; H~'(£2)), we are constrained to state the following growth assumption

on F:
vreR, |F(r)|<a+M|r|*, witha>0, M >0and2a€]0,3[.
We show in a second step that F (@) is identified with an element of L0, T; H-'(£2)) with

||F(9)”L2(0,T;H—1(:2)) < C(a + HGH%WO,T;L‘I(Q)))'

These arguments allow us, thanks to fixed-points methods and a particular cutting of the definition domain of b, to
show that (8), (9) has solutions for small initial data.

Theorem 0.1. Under the assumptions (11)—(20) on the data, assume that the continuous function F satisfies |F (r)| <
a+ M|r|* Vr eR, witha >0, M > 0 and 2a € [0, 3[. Then:

— if 0 < 2 < 1, there exists at least a weak-renormalized solution of the system (8), (9) for N =2 (in the sense of
Definition 2.1 of the French version);

— if 1 <2« < 3, there exists a real positive number n, such that if a + ||u0||L2(Q) + ”bO”Ll(Q) < n, then there exists
at least a weak-renormalized solution of the system (8), (9) for N = 2.

e The case N = 3. The uniqueness of solution of the Navier—Stokes Eq. (8) and the stability of the dissipation
energy are open problems if uo belongs only to (Lz(.Q))3. If, for example, ug € (Hé ([2))3, and F is a continuous
function from R into R? such that [|ug|| HL () + [FllLo®) < 1, with 1 is a small enough constant, we obtain the
existence of a solution of (8), (9) by the same techniques as in the case N = 2.

Theorem 0.2. Assume that (11)—(20) hold true. Moreover, assume that ug € (H& (£2))3. There exists a real positive
number n, such that if ||uol| HY(2) + | FllLeo®) <, then there exists at least a weak-renormalized solution of (8), (9)

for N =3 (in the sense of Definition 2.1 of the French version).
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1. Introduction

Nous considérons une classe de systemes non linéaires de Boussinesq—Stefan du type :

g+ (- Vyu —2div(u(0)Du) + Vp=F(6) dans Q, 3)
b(©); — div(a(x, 0, VO)) +div(®(6)) = 2u(8)| Dul* dans Q, 4)
divu =0 dans Q, (@)
u=0 e 6=0 surXyp, (6)
ut=0)=ug et b@O)(t=0)=by dans £, @)

ou £2 est un ouvert borné lipschitzien de RN (N = 2,3), de fronticre 082, T >0, Q =2 x (0,T) et Xy =
982 x (0,T). Les inconnues sont le champ de déplacement u : £2 x (0, T) — RY et le champ de température
0:2x(0,T)—> Ret Du= %(Vu + (Vu)") est le taux de déformations. L équation (3) est 1’équation de conservation
de la quantité de mouvement. Les quantités u et p désignent respectivement la viscosité et la pression cinématiques
du fluide. Le second membre de 1’équation (3) est la fonction F(6), ou F est une force de gravité proportionnelle
a des variations de densité qui dépendent de la température. La fonction u est continue de R dans R et bornée. La
fonction F est continue de R dans RV, ug appartient a (L2(2)V, a divergence nulle et ug.n = 0 sur 9§2. L’équation
(4) est I’équation de la temperature dans laquelle le second membre w(6)|Du |2 est le taux de dissipation de I’énergie.
La donnée initiale by appartient a L'(§2). Dans le cas ol b est de classe C! et sous des hypothéses supplémentaires
sur b, il existe des solutions a des systemes similaires & (3)—(7) mais dans un cadre particulier (voir [4,6,9]). Dans
cette note, la fonction b est discontinue. Le probleme (4), (6), (7) est donc un probléme de type Stefan a données L
(voir [3]). Quand nous étudions I’existence de solutions du systeme (3)—(7) dans son intégralité, nous ne pouvons pas
employer I’analyse développée dans [3]. En effet, I’énergie de dissipation n’est pas stable dans L' (Q) par rapport aux
approximations. Le modele étudié dans cette note est plus général que ceux décrits dans [3,4,6,9], puisque 1’on consi-
dere ici une énergie interne b(6) non linéaire, une viscosité et une force extérieure qui dépendent non linéairement de
la température, un couplage via I’énergie de dissipation 1(9)| Du|* et enfin, le terme de diffusion dans 1’équation de
la température est de type Leray—Lions.
On rappelle les espaces fonctionnels classiques pour les équations de Navier—Stokes :

Cr(2)= {u € Cgo(.Q; RN); divu = O}, L4(£2) = fermeture de C;°($2) dans LY (.Q; RN),
H}(£2) = fermeture de C°(£2) dans H;) (£2; RY),

avec ¢ > 1. On remarque que la pression p peut étre éliminée du systeme (3)—(7). Dans la suite, nous étudions le
systéme suivant :

ur + (- Vyu — 2div(u(@)Du) = F(0) dans (H)) (£2), p.p.1 € (0, T), (8)
b(0); — div(a(x,0, V) + div(®(0)) = 2u(0)|Dul* dans Q, )

avec divu =0dans Q,u=0etd =0 sur X7, u(t =0) = ug et b(0)(t = 0) = by dans §2. L’existence de solutions
au probleme (8), (9) repose sur la stabilité des équations (8) et (9) si on utilise des approximations ou I’unicité des
solutions de ces équations si on utilise un point fixe. On est donc amené a distinguer le cas de la dimension 2 d’espace
(N =2) de la dimension 3 (N = 3).

e Le cas N =2. On sait que si F'(0) € L2(0, T; H-1(£2)), alors I’équation de Navier—Stokes (8) a une solution
faible unique pour ug € (L%(£2))? et I’énergie de dissipation ;L(0)|Du|2 est dans L!( Q). L’équation (9) se place
donc naturellement dans le cadre L' (voir, par exemple [2,3,5]). Pour ’unicité et la stabilité de solutions de (9), on
utilise le cadre des solutions renormalisées qui possedent ces propriétés a la différence des solutions faibles. Cette
notion a été introduite par R.-J. Di Perna et P.-L. Lions dans [7] et [8] pour I’étude des équations de Boltzmann (voir
aussi P.-L. Lions [9] pour des applications & des modeles de mécanique des fluides). Cette notion a été adaptée par
la suite a des versions paraboliques de type (9) & données L! (voir, par exemple [1,2]). Le type de solutions que 1’on
obtient dépend bien siir du comportement de la fonction F. Si, par exemple, F est bornée, on obtient des solutions
pour toutes données initiales uq € (L?(£2))? et by € L' (£2). Pour aborder le cas de fonctions F plus générales, il
faut examiner plus précisément la régularité des solutions de (9). Sous les hypotheses que nous adoptons sur b, les
solutions renormalisées des équations de type (9) vérifient les propriétés de régularité suivantes :
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T
0 L>(0,T,L'(2)), Yk > 0, f/}DTk(9)|2dxdt < Ck,
0

avec Ty (r) = min(k, max(r, —k)) Vr € R. Nous démontrons alors dans une premiére étape que 8 € L" (0, T; L9(£2))

avec 1 < g < oo et 1 <r < -L: (un résultat similaire est démontré dans [10] pour N > 2 mais il ne peut pas étre

q—1
employé en tant que tel pour N = 2). Pour avoir F(#) € L>(0, T; H~'(£2)), on est donc amené 2 faire une hypothése

de croissance sur F du type :
VreR, |F(r)|<a+M|r|* aveca>0,M >0et2xel0,3[.
Nous démontrons dans une deuxie¢me étape que F(0) s’identifie a un élement de L2(0,T; H-1(£2)) avec

”F(Q)”Lz(O,T;H—](Q)) < C(a + ||9”%*(0,T;L‘?(Q)))' (10)

Ces arguments nous permettent via des méthodes de points fixe et un découpage particulier du domaine de définition
de b de démontrer que (8), (9) possedent des solutions pour des données initiales petites.

e Le cas N = 3. L'unicité de la solution de 1’équation (8) et la stabilité de 1’énergie de dissipation sont des pro-
blemes ouverts si uq appartient seulement a (L2(£2))3. Par exemple, si ug € (Hé (£2))3 et F est une fonction continue
sur R telle que ||ug]| HY(2) + [[FllLe®) < 1, avec 1 une constante suffisamment petite, on peut obtenir I’existence
d’une solution au probleme (8), (9) par les mémes techniques que dans le cas N = 2.

On suppose que les hypotheses suivantes sont vérifiées :

b : R — P(R) est une fonction croisssante telle que 0 € b(0) i.e. bt 0) =0, (1
|b(r)‘ > Clr| Vr eR (C estune constante > 0), (12)
b~! est continue sur R, (13)
Vn € N, b est de classe C! en dehors d’un nombre fini de points discontinus sur [—n, n], (14)
W est continue sur R avec mg < u(s) <mp (0 <my <mp) Vs €R, (15)
F est une fonction continue de R dans RY, (16)
a(x,s,&): 2 xR x RN — R" est une fonction de Carathéodory telle que : a7

3o’ > 0tel que a(x,s,§)& > o'|E%,  |a(x,s,8) —a(x,r,£)| < L(s,r)(K ) + |&])]s —rl,
la(x,s. &) < M(s)(K(x) + [€]).  (a(x,s,&) —alx,s,m)E—n) >0,
pp.enx e etV(s,r&,n) eR>N ot K € L*(22), L € C°(R%,R) et M € C°(R, R).

la fonction @ : R — RY est localement lipschitzienne, (18)
uoe (L2(2))", divup=0 dans Q et up-n=0 surdg, (19)
by € L'(2). (20)

2. Résultats pour le systeme (8), (9) en dimension N =2

Définition 2.1. Un couple de fonctions (u, 6) définies sur £2 x (0, T') est une solution faible-renormalisée du systeme
8),(9)si:

ueL*(0,T; Hy(£2)) NL™®(0,T; L2 (£2)), (1)
Tk (0) € L*(0,T; Hy (£2)) pour tout K >0et 0 € L>(0,T; L' (2)), (22)
1
- / a(x,0,V0)Védxdt - 0 quand n — o0, (23)
n

{(x,)eQ;n<|0(x,1)|<2n}
u est solution faible de 1’équation de Navier—Stokes (8), 24)

u(t=0)=up p.p.dans 2, (25)
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il existe By € L1(Q) tel que By € b(0) presque partout dans Q et qui vérifie I’équation :

/T/@/S/ b~ (r))drdxdt — / (0)(/ (b ‘(r))dr>dx

//a(x 0, V@)VgoS/(O)dxdt—i-//a(x 0,VO)VHS" () dx dt

0

—// V¢</@/($)S/(§)d§> dxdt:// 2u(0)|Dul:S )¢ dx dr, (26)
0 2 02

0
VS € W22 (R) tel que S’ est a support compact, et Vo € C(‘)’O([O, T) x £2) tel que S'(O)p € L%, T; HOl (£2)).

Théoreme 2.2. On suppose vérifiées les hypotheéses (11)—(20), de plus la fonction F vérifie
VreR, |[F(r)|<a+ M|r|%, aveca >0, M >0 et 2a € [0, 3[. Alors :

— i 0 < 2 < 1 alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du systeme (8), (9) (au sens de la Défini-
tion2.1);

= si 1 <20 <3, il existe n > 0, tel que si a + |uollp2(o) + Iboll L1 (@) < 0, alors il existe au moins une solution
faible-renormalisée du systeme (8), (9).

Idée de la démonstration. Soit L un espace de Lebesgue du type L = L" (0, T, L9(82)) (r,q > 1). On fixe 6 dans L,
et on considere les équations de Navier—Stokes :

w4 (- Vyu —2div(w(0)Du) = F(0) dans (H))' (2), pp.1 € (0, T), @7

avec divu =0 dans Q, u =0 sur X7 et u(t =0) = ug dans §2. D’apres (10), on sait que F(0) € L%, T: H-1(£2)).
Le probleme (27) admet donc une solution unique u € LZ(O, T; HJ (£2)) telle que ,u(9)|Du|2 e L'(Q) (voir [12]).
Désormais, on considere le probleéme parabolique suivant :

@ —div(a(x, 8, V) +div(® () = 2/4(8)|Du|* dans Q, (28)
avec 6 = 0 sur X7 et b(6)(t = 0) = by dans £2. Sous les hypotheéses du Théoréme 2.2, on utilise par exemple les
méthodes classiques développées dans [3] (voir Section 4) pour montrer que le probleme (28) admet une solution
renormalisée unique 6. Afin d’appliquer un argument de type point fixe, il est d’abord nécessaire d’avoir 6 dans L de
sorte que nous puissions considérer I’application ¢ : 6 — 6 de L dans L. Par conséquent, o doit étre choisi tel que
la régularité de la solution renormalisée de (28) implique F(0) € L%(0,T; H-1(£2)), ce qui mene a différents choix
de L dépendant de «. Deuxiemement, on utilise la stabilité de la solution renormalisée par rapport aux données et
la stabilité de ()| Du|? par rapport aux approximations pour montrer que ¥ est continue. Cependant la compacité
de v reste un probleme plus délicat. En effet, pour une suite 6, bornée dans L, le second membre 1(6,,)| Du,|? est
borné dans L' (Q). L’ analyse développée dans [3] ne permet pas de conclure directement que la suite é,, (é =1 (6,))
converge presque partout dans Q. Sans perdre de généralité, on suppose que b a un seul point de discontinuité en
zéro. Par exemple, b(07) = 0 et b(0~) = 1. On définit une fonction f assez réguliere, telle que f(x) = x> sur un
voisinage de zéro suffisamment petit. La fonction f est linéaire en dehors du voisinage de zéro. On pose y; = f+ et

= — f7. Les deux fonctions y;(b(r) —e — 1) et ¥2! (b(r) + ¢) sont de classe C'. Par un argument de type Aubin
(Slmon [11]), on montre que les deux fonctions y; (b(0 )—e—1)ety (b(@ ) + &) convergent presque partout et on
en déduit la convergence presque partout de 6,, d’ot la compacité de . Enfin, pour prouver qu’il existe une boule B
de L telle que ¥ (B) C B, on distingue deux cas : si 0 < 2o < 1, ceci est prouvé pour toutes données initiales vérifiant
(19), (20), tandis que si 1 < 2o < 3, nous sommes contraints de supposer que les données a, [|boll 1) et luoll 2 (o)
sont suffisamment petites. Le théoréme du point fixe de Schauder permet de conclure a 1’existence d’une solution
u,0). O
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3. Résultats pour le systeme (8), (9) en dimension N =3

Théoreme 3.1. On suppose vérifiées les hypothéses (11)—(20) et que ug € (H(} (£2))3. 1l existe un nombre réel > 0,
tel que si ||M0||H(} @t | F |l Loy < 1, alors il existe au moins une solution faible-renormalisée du systeme (8), (9) en
dimension N =3 (au sens de la Définition 2.1).

Idée de la démonstration. Soit 6 € L! (Q). Sous les hypotheses du Théoreme 3.1, le Théoréme 3.11 de [12] nous
assure I’existence et I’unicité de la solution faible u de I’équation (27) dans L*°(0, T; HOl (£2)) N L2320, T; H*(£2)),
avec |lull 20, 7. 52(2)) < C ot C est une constante. Utilisant un lemme de type Aubin (Simon [11]), on montre que

I’énergie de dissipation p(8)|Du |2 est stable dans L' (Q) relativement aux approximations. Pour conclure, On reprend
alors les mémes arguments que dans lecas N =2. O
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