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Résumé

Dans cette Note, nous étudions des germes de champs de vecteurs holomorphes qui sont des perturbations convenables de
champs de vecteurs quasi-homogenes au voisinage de I’origine de C", point fixe des champs considerés. En particulier, nous
définissions une condition « diophantienne » sur le champ quasihomogene initial S qui assure que si une telle perturbation de S est
formellement conjuguée a S alors elle I’est holomorphiquement. Pour citer cet article : E. Lombardi, L. Stolovitch, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Normal form of perturbations of quasihomogeneous vector fields. In this Note, we study germs of holomorphic vector fields
which are suitable perturbations of a quasihomogeneous vector field in a neighborhood of the origin of C", fixed point of the
vector fields. In particular, we define a “diophantine condition” on the quasihomogeneous initial part S which ensures that if such
a perturbation of S is formally conjugate to S then it is also holomorphically conjugate to it. To cite this article: E. Lombardi,
L. Stolovitch, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Polyndomes quasi-homogenes et produit scalaire

Soit p = (p1, ..., pn) € (N*)" qui sera fixé dans la suite, les p; étant premiers entre eux. Soit Q = (q1,...,qn) €
N"; I’entier 8 = (Q, p) = q1p1 + - - - + gnpn sera appelé quasi-degré de p-quasi-homogeneité du mondme x< :=
x;“ ... x;" L espace des polynomes quasi-homogenes de degré § sera noté P est engendré, sur C, par les monomes
quasi-homogenes de méme quasi-degré §. Soit A := {51, 82, ...} ’ensemble totalement ordonné des quasi-degrés
de quasihomogénéité des polyndmes non-nuls. On conviendra que Py := {0} si k ¢ A. Un champ de vecteurs X =
Y Xi % sera dit quasi-homogene de quasi-degré § si pour tout 1 <i < n, X; est quasi-homogene de quasi-degré

3 + pi. Lespace de ces champs de vecteurs sera not€ Hz. Nous noterons A:={8—pi,8 €A, 1<i<n}I’ensemble
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des degrés de quasihomogénéité des champs de vecteurs non-nuls. On conviendra que H; := {0} si / ¢ A. On peut
écrire de maniere unique, une série formelle f € C[[xy, ..., x,]] comme une somme formelle de polynémes quasi-
homogenes f =) 5., fs ou f5 € Ps. Nous dirons que f est de quasi-ordre 8y si fs, # 0 et fs =0 pour tout § < &o.
Soit u un quasi-degré. Son p-quasi-jet est défini par JH(f) 1=} 54, s<u Jo- De plus, si f estun germe de fonction
holomorphe a I’origine de C", {f}, := f, désignera la composante quasi-homogen¢ne de quasi-degré u dans le
développement de Taylor f en zéro. On défini le produit scalaire suivant sur 1’espace des polynomes : si xX est
quasihomogene de quasi-degré 6 = (p, R), on pose

(rl!)l’lé-i(r,,!)l’n SR=0.

P8 0 sinon.

Nous poserons (R!)? := (r1)?! - .- (r,!)P ainsi que | - |, s la norme associée. On a

Proposition 1.1. Soir f =) 5_, fs une série formelle o fs est quasi-homogenéne de quasi-degré 5. Alors, f est
uniformement convergente dans un voisinage de 1’origine si et seulement si il existe C > 0 et M > 0 tels que
| f31p.s < MCP.

Dans le cas homogene p = (1, ..., 1), ce résultat est du a H. Shapiro [4, Lemma 1].
SiXx=>",X; 8371 € Hg, nous poserons ||X||fw =y |Xi|%),a+pi' Les proprietés principales de ce produit
scalaire résident dans la

Proposition 1.2. Soient f € P, et g € Pp. Alors, | f€lp.avp < 1flp.alglp,b. Soit Ry une fonctionnelle q-linéaire
de C" a valeurs dans C" telle que Ry(X, ..., X) soit p-quasihomogéne de degré § avec X = (x1, ..., Xx,). Soient
Us, € Hs;i=1,...,q. Alors, Rg(Us,, ..., U(;q) est p-quasihomogene de degré § + 681 +---+ 6, etona

[ Ry Wy Us D 55, g, < 1R I21NUsy 1 p oy 1Us, 1.,

out | Ry |l2,1 désigne une constante ne dependant que de R,.
Dans le cas homogene, ce résultat est dii a G. Iooss et E. Lombardi [2, Lemma A.8].
2. Forme normale d’un bonne perturbation d’un champs quasi-homogene

Soit S un champ de vecteurs p-quasihomogene de C" de quasidegré s. Nous dirons qu’un germe X de champ de
vecteurs holomorphe au voisinage de 0 € C" est un bonne perturbation si X — S est de quasi-ordre > s a I’origine. Pour
tout 8 € A, nous considérons I’opérateur de cobord dy : Hs — Hss défini par doU := [S, U] ainsi que 1’opérateur
auto-adjoint Us : Hs — Hs défini par (s := dod ol dj désigne I’opérateur adjoint de dp pour le produit scalaire
défini plus haut. I1 est donc diagonalisable et son spectre est réel et méme positif ou nul.

Définition 2.1. Soit § > s un entier. Nous dirons qu’un champ de vecteurs quasi-homogene X € H; est résonnant ou
harmonique par rapport a S s’il appartient au noyau Ker U5 de .

Proposition 2.1. Soit X une bonne perturbation de S au voisinage de I’origine de C". Il existe alors un difféormor-
phisme formel @ qui conjugue X a un champ de vecteurs formel S + R out R est résonnant.

Supposons que X =S + N + R., ou N est résonnant de quasi-degré < « et R.o est de quasi-ordre > « avec

a > s et o € A. Montrons que I’on peut le normaliser a ’ordre B € A, le plus petit des § € A supérieur a «. En
J

effet, soit V un champ de vecteurs quasihomogéne de quasi-degré 8 —s. On a (exp V), (X) :=>_ >0 % ou I’on
aposéady :=[V, ]et ad{, son j-ieme itéré. On a donc Jﬂ((exp V)« (X)) =S+ N+ Rg + [V, S] ou Rg désigne la
composante de quasi-degré g dans le developpement de Taylor R-.q.

Sip—s¢ A, ilnay arien a faire. Sinon, décomposons Rg le long de I'image de Ug : Rg = Rg 0 + Rg «
ol Rg (resp. Rg ) désigne la projection orthogonal de Rg sur le noyau (resp. I'image) of [g. Il existe donc



E. Lombardi, L. Stolovitch / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009) 143—146 145

un unique v € Im(p) tel que Rg . = Ug(v) = dodjj(v). Ainsi, si on pose V :=djv alors le champ de vecteur
Jﬂ((exp V)«(X)) — S = N + Rg o est résonnant.

Si S est diagonal linéaire, on retrouve la théorie classique [1]. Un autre type de forme normale a été défini par
H. Kokubu, H. Oka et D. Wang dans [3] ainsi que par G. Belitskii [6].

3. Rigidité des champs quasi-homogeénes et ensembles analytiques invariants

Soit 7 un idéal de I’anneau O,, des germes de fonctions holomorphes en 0 engendré par des polynomes p-quasi-
homogenes k1, ..., h,. On notera 7 son completé formel. Soit M; I’opérateur de multiplication par /; (on le notera
de la méme facon, qu’il opere dans O, @n ou I’espace des champs de vecteurs formels 22,1). Posons M = M1 &, +

~+ M, X, (resp. /ﬂ) I’espace des champs de vecteurs (resp. formels) dont les composantes appartiennent a I’idéal 7
(resp 7). Soit § € A et posons M := M N Hs. Soit Vs I’orthogonal a M dans Hs ; soit 7 la projection orthogonal
sur Vs. Posons V= @SM Vs et W= {U € (Kerdy)+ |[S,U] € V} Soit § € A tel que & > s. Désignons par o5 \7
I’ensemble des valeurs propres non-nulles de (s qui sont associées a un vecteur propre (quasi-homogenes de degré §)
orthogonal a M. Posons p :=max i<, pi, p :=min| ;< pi et

as:= min VA, 8, := min{d + pi |_8 tricdl et 8 := max{d + pi [0 + pi € A}.
AEOS\T p p
En outre, on posera A" =AN(A=s), AT :=AN(A+5s). Soit § := max(ming_ ;- 8, 1) le plus petit entier

strictement positif de A~. Soit {ns} seA-NN*U0) la suite de réels positifs définie comme suit : 79 =1; si 6 € A~’,
8 = do,

*

Ag4+5Ms = max max nsy =+ Ns,»
s<us+8, ped Sit++or+u=s+38
e ST Pt
ou lorsque u = s, le maximum est pris sur I’ensemble des vecteurs (41, ..., §,) d’entiers naturels dont au moins deux

des cordonnées sont positives. De plus, le maximum est pris pour des indices §; (resp. ) appartenant a A~ NN*U{0}
(resp. A).

Définition 3.1. Un champ de vecteurs quasi-homogene S sera dit diophantien relativement a Z s’il existe des
constantes ¢, M > 0 telles que ns < McS.

Lorsque S = Ajx 1% + -+ )\nxn% et 7 = {0}, la définition précédente est équivalante a la condition de
Brjuno [5].

Définition 3.2. Soient S un champ de vecteurs quasi-homogene et X une bonne perturbation holomorphe de S I’ori-
gine. Nous dirons que X est formellement (resp. holomorphiquement) conjugué a S le long 7 (resp. Z) s’il existe un
(resp. germe en 1’orgine de) difféomorphisme formel (resp. holomorphe) @ (resp. @) tel que @ X — S € M (resp.
D, X —SeM).

Théoreme 3.1. Supposons que le champ de vecteurs quasi-homogene S soit diophantien relativement a L. Soit X une
bonne perturbation holomorphe de S I'origine de C". On suppose que X est formellement conjugué a S le long 1 (par
le biais d’un difféomorphisme formel de la forme Id+U avec U € W). Alors, X est holomorphiquement conjugué a
S le long de T.

Corollaire 3.1. Sous les hypothéses du théoreme, il existe un bon systeme de coordonnées holomorphes dans lequel
le germe d’ensemble analytique ¥ := {x € C", hj(x) =--- = h,(x) = 0} a l'origine est un ensemble analytique
invariant pour X. De plus, dans ces coordonnées, la restriction X a X est égale a la restrictionde S a X.

Théoreme 3.2. Supposons que le champ de vecteurs quasi-homogéne S soit diophantien. Soit X une bonne per-
turbation holomorphe de S a l’origine de C". Supposons que X soit formellement conjugué a S, alors X est
holomorphiquement conjugué a S.
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Ces résultats ont ét¢ obtenus par L. Stolovitch lorsque S est un champ de vecteurs linéaire diagonal [5].
Nous esquissons la preuve du Théoréme 3.1. Conjuguons X =S5+ R a X "=, X=S+FR par le biais du
difféomorphisme & 1=Id4U ot U € V estun champ de vecteurs de qua51-0rdre positif 6. Nous obtenons

R +[S,Ul=RId+U)—DU-R +SAd +U)— S — DS - U. (1)

Projettons cette équation sur I’orthogonal a M. Par hypothese, R’ € M donc 7([S,U]) =n(R(d + U)+S (Id+ U)—
S — DS - U). Ensuite, nous considérons sa partie quasi-homogene de quasi-degré s + §. Posons A" =AN(A—5).
En utilisant la multiplicativité de la norme ainsi que le fait que U € W, pour tout § € A~ N'N*, nous montrons alors
I'inégalité

s+6 p*

M
(Aem‘“ VaIUslps <D D0 > AU oy 10,

W>ST=[bs §1+-+8+pu=s+8

+M Y Y WUsllps e 1Us, s, )
Sx Sr<s* 81+--+6,=46
(Bls'“sar)egr
ou, dans la permiere somme, les §; € A~ sont positifs ou nuls, u € Aet 2, ={(81,...,8,) € (ﬁ_)’/ deux des coor-

données, au moins, sont positive}. Ici, M (resp. p) est un constante qui ne dépend que de S (resp. de la perturbation).
On construit alors une série d’une variable ) 530, 6 A-NN*U{0} ost? qui est solution d’une équation fonctionnelle, dont
on montre qu’elle admet une unique solution holomorphe au voisinage de 0 passant par oy a = 0. On montre alors
que o vérifie la majoration suivante :

Lemme 3.1. Pour tout § € A~ NN* U {0}, on a ||Us lp,s < ns0s.
L’hypothese sur les « petits diviseurs de S » et la Proposition 1.1 permettent alors de conclure.
4. Normalisation Gevrey

Théoréme 4.1. Supposons qu'il existe ¢ >0 et T > 0 tel que pour tout 8 € A avec 8 > s, on ait ¢(8 — s)~ 7 < as.
Alors, toute bonne perturbation analytique de S admet une transformation normalisante formelle (transformant X en
une forme normale formelle) qui est Gevrey [3(% + 1) ot a = max(1, [(p + 1)/2]).

On en déduit un résultat d’approximation exponentiellement petite de la forme normale partielle par la conjuguée
partielle du champ.
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