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Résumé

Soit G = (S, A) un graphe (orienté). Le graphe G est un tournoi si pour x,y € S, (x,y) € A si et seulement si (y,x) ¢ A.
A chaque partie X de S est associé le sous-graphe G[X] = (X, (X x X) N A) de G induit par X. Une partie I de S est un intervalle
de G si pour tous a,b € I et x € S\I, (a,x) € A si et seulement si (b,x) € A et (x,a) € A si et seulement si (x,b) € A. Un
duo de G est un intervalle de G a deux éléments. Le graphe G est critiquement sans duo s’il est sans duo et si pour tout x € S,
le sous-graphe G[S\{x}] admet au moins un duo. Suite a 1’étude des tournois acycliques, faite par J.F. Culus et B. Jouve en
2005, nous donnons, dans cette Note, une description morphologique compléte des graphes critiquement sans duo. Pour citer cet
article : Y. Boudabbous, A. Salhi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Graphs critically without duo. Let G = (V, A) be a digraph. G is a tournament if for x,y € V, (x,y) € A if and only if
(y,x) ¢ A. The induced subgraph of G by a subset X of V is denoted by G[X]. A subset / of V is an interval of G provided that
for any a,b € I and x € V\I, (a,x) € A if and only if (b, x) € A, and (x,a) € A if and only if (x,b) € A. An interval of G on
2 elements is called duo of G. G is called critically without duo if it is without duo and for all x € V, the subgraph G[V\{x}]
has at least one duo. Following the study of acyclic tournaments made by J.F. Culus and B. Jouve in 2005, we give, in this Note,
a complete morphologic description of critically without duo graphs. To cite this article: Y. Boudabbous, A. Salhi, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction
1.1. Généralités

Un graphe orienté (ou tout simplement un graphe) est un couple G = (S, A) dans lequel S est un ensemble fini
appelé ensemble de sommets de G et A est un ensemble de couples d’éléments distincts de S, appelé ensemble des
arcs de G.
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Soit G = (S, A) un graphe. A chaque partie X de S est associé le sous-graphe G[X] = (X, (X x X) N A) de G
induit par X. Soit X (resp. x) une partie (resp. un élément) de S, le sous-graphe G[S\X] (resp. G[S\{x}]) est noté
G — X (resp. G — x). Le dual (resp. le complémentaire) de G est le graphe G* = (S, A*) (resp. G = (S, A)) ou,
A*={(x,y) €S x S: (y,x) € A} (resp. A={(x,y) € S x S: x #yet(x,y) ¢ A)}).

1.2. Tournoi, graphe symétrique, ordre partiel

Soit G = (S, A) un graphe. Le graphe G est un tournoi si G* = G. Par exemple, pour tout entier n > 1, le graphe
Tont1 = ({0,...,2n}4{(, j); j —i €{l,...,n} modulo 2n + 1}) est un tournoi. Le graphe G est un ordre partiel
lorsque pour tous éléments x,y,z de S, si (x,y) € A et (y,z) € A, alors (x, z) € A. Par exemple, le graphe N =
({0, 1,2, 3}, {(0, 1), (0, 3), (2, 3)}) est un ordre partiel. Le graphe G est symétrique si G* = G. Par exemple, le graphe
Py=({0,1,2,3},{(0, 1), (1,0), (1,2), (2, 1), (2,3), (3,2)}) est un graphe symétrique.

Soit G = (S, A) un graphe symétrique. Une partie non vide X de S est une composante connexe de G lorsque pour
tous x € X et y € S\X, (x,y) ¢ A et pour tous x # y € X, il existe une suite xo = x, ..., x, =y d’éléments de X
telle que pour 0 <i <n — 1, (x;,x;4+1) € A. Pour x € S, on note Vg (x) = {y € S; (x, y) € A}, et on appelle degré de
x dans G, Ientier dg (x) = |V (x)|. Un sommet de G de degré O est dit, sommet isolé de G.

1.3. Graphes indécomposables, graphes sans duo, graphes critiquement sans duo

Soit G = (S, A) un graphe. La notion suivante d’intervalle a été introduite par R. Fraissé [4]. Une partie 7 de S
est un intervalle de G si pour tous a,b € I et x € S\I, (a,x) € A si et seulement si (b,x) € Aet (x,a) € Asiet
seulement si (x, b) € A. Par exemple ¥, S et {x}, ol x € §, sont des intervalles de G appelés intervalles triviaux.
Le graphe G est indécomposable [4,5] si tous ses intervalles sont triviaux ; sinon, il est décomposable. Par exemple,
les deux graphes A1 = ({0, 1, 2}, {(0, 1), (1,2)}) et A> = ({0, 1,2}, {(0, 1), (1, 2), (2, 1)}) sont indécomposables. On
appelle 3-consécutivité (resp. drapeau) tout graphe isomorphe 2 Aj ou a A (resp. isomorphe & As ou a A3). Pour les
graphes a 3 sommets, le lemme suivant est facile a vérifier :

Lemme 1.1. Un graphe a 3 sommets est indécomposable si et seulement s’il est un drapeau ou une 3-consécutivité ou
est isomorphe a T3.

Le graphe G est dit critiquement indécomposable s’il est indécomposable et si pour tout x € S, le sous-graphe G —x
est décomposable. Rappelons qu’en 1993, J.H. Schmerl et W.T. Trotter [6] ont déterminé les graphes critiquement
indécomposables. Ceux ayant quatre sommets sont donnés par le lemme suivant :

Lemme 1.2. [6] A un isomorphisme prés, les graphes critiqguement indécomposables & 4 sommets sont N, N et Py.

Soit G = (S, A) un graphe ayant au moins un sommet. Une partie P de I’ensemble des parties de S est une partition
intervallaire de G lorsque P est une partition de S dont les éléments sont des intervalles de G.

La notion suivante de duo a été introduite et utilisée en psychologie sociale en 2008, par J.L. Beauvois et G. Lo-
pez [1]. Un duo d’un graphe G est un intervalle de G a deux éléments.

Un graphe G = (S, A), ayant au moins un sommet, est critiquement sans duo s’il est sans duo et si pour tout x € S,
le sous-graphe G — x admet au moins un duo. Ainsi, un tel graphe a au moins 3 sommets.

Partant d’une étude faite en 2005 par J.F. Culus et B. Jouve [3], nous dégageons la notion de duo d’un graphe.
Apres avoir remarqué que le résultat de [3] pouvait se traduire par la caractérisation des tournois critiquement sans
duo, nous généralisons dans cette Note I’étude aux graphes en donnant une description morphologique compléte des
graphes critiquement sans duo.

Théoréeme 1.3. Etant donné un graphe G, G est critiqguement sans duo si et seulement si G admet une partition
intervallaire P telle que pour tout X € P, G[X] est un drapeau ou une 3-consécutivité ou est isomorphe a Py, N, N

ou a un certain Top41 avec h > 1.

De ce théoréme découle directement les deux résultats suivants dont le premier est celui obtenu dans [3] :
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Corollaire 1.4. [3] Etant donné un tournoi T, T est critiquement sans duo si et seulement si T admet une partition
intervallaire P telle que pour tout X € P, T[X] est isomorphe a un certain Top+1 avec h > 1.

Corollaire 1.5. Etant donné un graphe indécomposable G, G est critiquement sans duo si et seulement si G est un
drapeau ou une 3-consécutivité ou est isomorphe a P4, N, N ou a un certain Top+1 avec h > 1.

2. Preuve du Théoréme 1.3
La condition suffisante du Théoréme 1.3 est facilement vérifiée a I’aide des deux remarques suivantes :

Remarque 1. Pour tout entier & > 1, le tournoi 7>, est, a la fois, critiquement indécomposable et critiquement sans
duo. Par ailleurs, un graphe a 3 (resp. 4) sommets est critiquement sans duo si et seulement s’il est indécomposable
(resp. critiquement indécomposable).

Remarque 2. Si G est un graphe admettant une partition intervallaire P telle que pour tout X élément de P, le
sous-graphe G[X] est indécomposable et critiquement sans duo, alors G est critiquement sans duo.

Dans toute la suite, on se donne un graphe critiquement sans duo G = (S, A) et pour tout x € S, on note [, =
{ix, jx} un duo de G — x. On considere le graphe symétrique D(G) défini sur § comme suit : pour tous x #y € S,
(x, y) estun arc de D(G) si et seulement si G — {x, y} est sans duo. En utilisant les Lemmes 1.1 et 1.2, la condition
nécessaire du Théoreme 1.3 découle du lemme et des deux propositions qui suivent.

Lemme 2.1. Pour tout sommet x non isolé de D(G), dpG)(x) =2 et Vp)(x) est 'unique duo de G — x.
En adaptant les preuves des propositions 11 et 18 de [2], nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 2.2. Si C est une composante connexe de D(G) telle que |C| = 2, alors C est un intervalle de G et G[C]
est un drapeau ou une 3-consécutivité ou est isomorphe a un certain Trp1 avec h > 1.

Ensuite, nous établissons la proposition suivante pour les sommets isolés du graphe D(G) :

Proposition 2.3. L’ensemble des sommets isolés de D(G) admet une partition (I;);cy telle que pour tout i € I, I; est
un intervalle de G de cardinal égal a 4 et G[1;] est un graphe critiquement indécomposable.

Pour la preuve de cette proposition nous montrons les deux lemmes suivants :

Lemme 2.4.

1) Pourtoutx €S, I;, N{x, jy} #DetI; N{x,ix}#0.

2) Soient un sommet x isolé de D(G) et a € S\(Ix U{x}). Si I, U{a} est un intervalle de G — x, alors l’'une des deux
assertions suivantes est vérifiée :
1) L, =f{a,x}, I;, ={a,ix}et I, ={x, ji}.
(1) i, ={a, jx}, 1j, ={a,x} et I, = {x, iy}

Lemme 2.5. Pour tout sommet x isolé de D(G), les assertions suivantes sont vérifiées :

(i) Le sous-graphe G — x admet un unique duo I,.

(i) 1l existe un élément a de S\ (I, U {x}) tel que I, U {a} est un intervalle de G — x.
(iii) I, U{a, x} est un intervalle de G formé de sommets isolés de D(G).
(iv) G[I U{a, x}] est isomorphe a P4, N ou N.
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