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Résumé

Le but de cette Note est de fournir une estimation fine de la queue de la loi de probabilité de la visibilité dans un modèle Booléen :
cette fonction est définie comme étant la longueur du plus grand rayon issu de l’origine n’intersectant pas d’obstacle. L’étude est
complétée par des résultats de convergence lorsque la taille des obstacles tend vers 0 et lorsque la distance de l’origine au plus
proche obstacle tend vers l’infini. Pour citer cet article : P. Calka et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Visibility in the Boolean model. The aim of this Note is to give an estimate on the tail probability of the visibility function in
a Boolean model: this function is defined as the length of the longest ray starting at the origin that does not intersect an obstacle.
Convergence results are added, when the size of obstacles goes to zero and when the distance between the origin and the closest
obstacle goes to infinity. To cite this article: P. Calka et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

G. Polya a introduit le problème de la visibilité dans une forêt dans [10] à la fois dans un cadre réseau et dans un
cadre aléatoire. Dans le cas d’une personne se tenant à l’origine d’un réseau carré d’arbres de rayon constant R, il a
montré que pour avoir une visibilité dégagée jusqu’à la distance r au moins le rayon R devait être choisi asymptoti-
quement comme 1/r lorsque r est grand. Plus récemment, V. Janković a donné une élégante solution complète de ce
cas discret dans [6]. Le cas aléatoire étudié par G. Polya était celui de la visibilité dans une seule direction : nous nous
intéressons ici à une solution globale de ce problème, en considérant simultanément toutes les directions. Notons que
cette problématique est naturelle pour des applications en études forestières.
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De façon surprenante, ce problème ne semble pas avoir été étudié complètement dans la littérature, nous citerons
les travaux de M. Yadin et S. Zacks pour un nombre fini de directions ([15] et papiers ultérieurs). Cette question a par
ailleurs été étudiée très récemment dans le cadre hyperbolique par I. Benjamini et al. [1].

Nous donnons une formulation plus générale de ce problème de visibilité en nous plaçant dans le cadre du modèle
Booléen (voir [8,14]) de forme générique un convexe aléatoire K (obstacle) invariant en loi par rotation, de diamètre
borné presque sûrement par une constante D. Rappelons que ce modèle est construit sur un processus ponctuel de
Poisson X de mesure d’intensité la mesure de Lebesgue sur R

d , marqué en tout point x par une copie indépendante
Kx de K. La phase occupée du modèle Booléen est alors donnée par O = ⋃

x∈X(x ⊕ Kx), et l’on conditionne par
l’événement {0 /∈ O}, dont la probabilité vaut exp(−E[Leb(K)]). La visibilité à partir du point origine 0 est définie de
la façon suivante :

Définition 1.1. Soit u un vecteur unitaire de R
2, la visibilité dans la direction u et la visibilité totale sont données par

V (u) = inf{r > 0: ru ∈ O} et V = sup
‖u‖=1

V (u).

Cette notion de visibilité peut être vue comme une façon alternative à la distribution sphérique de contact de
caractériser un milieu aléatoire.

2. Loi de la visibilité

2.1. Visibilité en dimension 2

Dans le cas d’obstacles circulaires de rayon constant, nous obtenons une formule explicite pour la queue de distri-
bution de V et dans le cas général, un équivalent logarithmique de P(V � r).

Ces résultats reposent sur une récriture de la loi de V en termes de probabilité de recouvrement du cercle unité
par des arcs aléatoires. Pour une mesure de probabilité ν fixée sur [0,1], et un entier n ∈ N, définissons P(ν,n) la
probabilité que n arcs indépendants de longueur de loi ν centrés en des points indépendants uniformément répartis
recouvrent le cercle de périmètre 1. Cette quantité P(ν,n) est connue explicitement (voir les travaux de W.L. Stevens
[13] (arcs fixes) et de A.F. Siegel et L. Holst [12]).

Proposition 2.1. Lorsque les obstacles sont des disques de rayon R > 0 fixé, on a pour tout r > 0,

P(V � r) = exp
(−π

(
2rR + r2)) ∑

n�0

(π(2rR + r2))n

n!
(
1 − P(νr , n)

)
où νr est la mesure de probabilité

νr(du) = πr

rR + r2

2

1[0, 1
π

arctan( R
r
)](u)

(
r sin(2πu) + sin(πu)(R2 + r2 cos(2πu))√

R2 − r2 sin2(πu)

)

+ πR2

rR + r2

2

1[ 1
π

arctan( R
r
), 1

2 ](u)
cos(πu)

sin3(πu)
.

Dans le cas général d’obstacles de forme aléatoire, invariante par rotation, le lien avec des probabilités de recouvre-
ment de type P(ν,n) subsiste mais il est plus délicat d’expliciter la mesure ν impliquée. Cependant, en notant W(K)

le diamètre moyen du convexe K, on peut obtenir l’estimation ci-dessous :

Théorème 2.2. La visibilité totale V satisfait limr→+∞ 1
r

logP(V � r) = −2E[W(K)].

Le Théorème 2.2 indique en particulier que l’estimation unidirectionnelle fournie par l’égalité immédiate
P(V (u) > r) = exp(−2rE[W(K)]) se transpose pour le maximum dans toutes les directions.

La preuve de ce résultat (ou plutôt d’un encadrement plus général de P(V � r) impliquant le Théorème 2.2)
s’appuie sur la stratégie utilisée dans ([3], conséquence de la preuve du Théorème 13), à savoir : on exploite tout
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d’abord un résultat de comparaison entre probabilités de recouvrement P(ν1, n) et P(ν2, n) lorsque ν1 et ν2 sont
des mesures de probabilité sur [0,1/2] ordonnées suivant l’ordre convexe [9], puis on applique une estimation due à
L.A. Shepp [11] de la probabilité de recouvrir le cercle avec des arcs de longueur constante.

2.2. Visibilité en dimension supérieure

L’équivalent en dimension supérieure des recouvrements du cercle est le recouvrement de la sphère par des calottes.
Il y a peu de littérature sur ce sujet, essentiellement concentrée dans le cas des calottes sphériques de rayon constant.
Citons par exemple [4,5] ou les travaux plus récents [2]. Nous nous réduisons donc dans cette section à des obstacles
K = Bd(0,R) où R est un rayon constant.

Proposition 2.3. En dimension d � 3, si ωd désigne le volume de la boule unité de R
d , on a :

−ωd−1R
d−1 � lim inf

r→+∞
1

r
logP(V � r) � lim sup

r→+∞
1

r
logP(V � r) � − 1

d
ωd−1R

d−1.

3. Visibilité avec des petits obstacles

Dans cette partie, nous nous plaçons en dimension quelconque avec des obstacles qui sont des boules déterministes.
Nous obtenons un résultat plus précis de convergence vers la loi des valeurs extrêmes lorsque le rayon R tend vers 0 à
l’aide du lemme 8.1 de [7] qui traite le cas du recouvrement d’une variété par des petites boules géodésiques : notons
VR la visibilité associée aux obstacles de rayon R et considérons la quantité

ξR = ωd−1R
d−1 VR + d(d − 1) log(R) − 2(d − 1) log

∣∣log(R)
∣∣ − Cd

où

Cd = log

(
d2(d−1)(d − 1)3(d−1)−1Γ

(
d

2
− 1

2

)2d−2
)

− log

(
(d − 1)!π (d−1)2+1

2 22d−3Γ

(
d

2

)d−2
)

.

Théorème 3.1. En toute dimension d � 2, pour tout t ∈ R, on a limR→0 P(ξR � t) = exp(−e−t ).

4. Visibilité lorsque le plus proche obstacle est éloigné

Le cadre de cette partie est la visibilité en dimension quelconque avec des obstacles qui sont des boules de rayon
aléatoire borné presque-sûrement. Nous considérons la distance S séparant l’origine du plus proche obstacle, c’est-
à-dire S = sup{r > 0: B2(0, r) ∩ O = ∅}. La loi de S est communément appelée distribution sphérique de contact.
En particulier, pour tout r > 0, on note Vr une variable ayant la loi de V conditionnée par l’événement {S � r}. On
considère de plus la quantité

ψr = ωd−1E
(
Rd−1)(Vr − r) − (d − 1) log(r) − (d − 1) log

(
log(r)

) − Kd

où

Kd = log

(
1

(d − 1)!
(√

πΓ (d+1
2 )

Γ (d
2 )

)d−2
Eμ(Rd−2)d−1

Eμ(Rd−1)d−2

)
+ (d − 1) log(d − 1) − log

(
ωd−1Eμ(Rd−1)

dωd

)
.

L’objet du théorème ci-dessous est de fournir un résultat de convergence pour la loi conditionnelle de la visibilité
sachant {S � r} quand r tend vers l’infini :

Théorème 4.1. En toute dimension d � 2, pour tout t ∈ R, on a limr→+∞ P(ψR � t) = exp(−e−t ).

La preuve du Théorème 4.1 repose également sur l’étude asymptotique des recouvrements de la sphère par des
petites calottes due à S. Janson [7].

En particulier, on peut remarquer que lorsqu’on a la vue totalement dégagée à grande distance r , on ne verra pas
au-delà d’une distance de l’ordre de (r + c log(r)), où c est une constante positive ne dépendant que de la dimension.
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