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Résumé

Nous montrons que les solutions de l’équation des ondes homogène sur des espaces symétriques riemanniens possèdent des
propriétés de dispersion et nous déduisons des estimations de type Strichartz pour ces solutions. Pour citer cet article : A. Hassani,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Wave equation on Riemannian symmetric spaces. We prove that the solutions of the homogeneous wave equation on Rieman-
nian symmetric spaces have dispersion properties and we deduce Strichartz type estimates for these solutions. To cite this article:
A. Hassani, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction et notation

Soient � l’opérateur de Laplace sur une variété X et u une solution du problème de Cauchy :

∂2

∂t2
u − �u = 0, u(t = 0) = u0,

∂

∂t
u(t = 0) = u1, x ∈ X et t ∈ R. (∗)

Lorsque X = Rn, n � 1, il existe des estimations de type Strichartz pour les solutions du problème (∗) [4] :

‖u‖
Lr(I,Ḃ

s,2
p (Rn))

� c(r)
(‖u0‖L2(Rn) + ‖u1‖Ḃ

−1,2
2 (Rn)

)
(A)

où I = [0;+∞[, 2 � p � ∞, s = n+1
4 ( 2

p
− 1), 2

r
= n−1

2 (1 − 2
p
) et Ḃ

s,q
p (Rn) est l’espace de Besov homogène sur Rn.

Des estimées analogues ont été obtenues sur les groupes de Heisenberg [2], sur les espaces hyperboliques [8] et sur
les espaces de Damek–Ricci [6]. Il existe également des propriétés de dispersion pour ces solutions [3] :∥∥u(t, .)

∥∥
L∞(Rn)

� c
(
1 + |t |)−(n−1)/2(‖u0‖Ḃ

s,1
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+ ‖u1‖Ḃ
s−1,1
1 (Rn)

)
(B)

où s = n+1
2 .
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Dans le contexte général où X est une variété pseudo-riemannienne et � = L est un opérateur différentiel du
second ordre qui satisfait certaines conditions d’intégrabilité, N. Lohoué obtient des estimations de ces solutions dans
Lp en fonction des normes des données initiales [5].

Dans cette Note, nous généralisons les estimations (A) et (B) au cas où X est un espace symétrique riemannien.
Plus précisement, nos résultats se situent dans le contexte où X = G/K , avec G un groupe de Lie semisimple non
compact connexe de centre fini et K un sous groupe compact maximal de G.

Soit g = k ⊕ p la décomposition de Cartan de l’algèbre de Lie g de G, où k désigne l’algèbre de Lie de K et p

s’identifit à l’espace tangent à G/K en eK .
Soit a un sous-espace abélien maximal de p. On fixe un système positif Σ+ de racines de g relatives à a, on note ρ

la demi-somme des racines positives comptées avec leur multiplicité et W le groupe de Weyl associé. En particulier si
a+ désigne la chambre de Weyl positive définie par Σ+, on a la décomposition de Cartan G = Kexp(a+)K de G où
a+ est la fermeture de a+. On notera par A(g) la composante dans exp(a+) d’un élément g de G. La forme de Killing
de g induit une norme sur a, sur le dual vectoriel a� de a et par extension linéaire sur les complexifications aC et a�

C

de a et a�. Pour simplifier, nous désignons par le même symbole ‖ ‖ ces normes. De même, on pose ‖g‖ = ‖A(g)‖
pour tout g ∈ G.

Notons B
s,q
p (X) ; 1 � p � ∞, 1 � q � ∞ et s ∈ R, l’espace de Besov sur X, i.e. l’ensemble des distributions

tempérées sur X tel que :

‖f ‖B
s,q
p (X) = ‖f × ϕ0,N‖Lp(X) +

( 1∫
0

t−sq
∥∥f × ϕN

t

∥∥q

Lp(X)

dt

t

)1/q

< ∞,

où {ϕ0,N ,ϕN
t }0<t�1, 2N>|s| représente un système de fonctions K-biinvariantes à supports compacts sur G telle que

pour toute fonction f ∈ L2(X), nous avons la formule [7] :

f (x) = (f × ϕ0,N )(x) +
1∫

0

(
f × ϕN

t × ϕN
t

)
(x)

dt

t
.

La transformée de Fourier sphérique d’une fonction f de classe C∞ à support compact et K-biinvariante sur G est
la fonction définie sur a�

C
par

f̂ (λ) =
∫
G

f (g)ϕ−λ(g)dg, λ ∈ a�
C
,

où ϕλ représente la fonction sphérique sur G. Si nous désignons par |W | l’ordre du groupe de Weyl W et par c(λ) la
fonction de Harish-Chandra [1], alors la formule de Plancherel pour la transformée sphérique prend la forme suivante :∫

G

∣∣f (g)
∣∣2

dg = 1

|W |
∫
a�

∣∣f̂ (λ)
∣∣2∣∣c(λ)

∣∣−2
dλ.

Si f est intégrable sur G telle que sa transformée sphérique soit dans l’espace L1(a�,
|c(λ)|−2

|W | dλ), alors la formule
d’inversion s’écrit :

f (g) = 1

|W |
∫
a�

ϕλ(g)f̂ (λ)
∣∣c(λ)

∣∣−2
dλ.

Nous définissons l’opérateur U(t) par :

̂[
U(t)f

]
(λ) = e

√−1φ(λ)t f̂ (λ), t ∈ R,

où f est soit une distribution tempérée soit une fonction C∞ sur X, et φ est la fonction définie sur a� par :

φ(λ) = (‖λ‖2 + ‖ρ‖2)1/2
.

En particulier, la solution du problème de Cauchy (∗) se présente au sens des distributions tempérées sous la forme :
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u(x, t) = U(t) + U(−t)

2
u0(x) + U(t) − U(−t)

2
√−1(−�)1/2

u1(x), x ∈ X et t ∈ R.

La preuve détaillée des résultats que nous présentons sera plubliée ultérieurement.

2. Estimées de dispersion

Notons par Lp(G)K×K l’espace des fonctions K-biinvariantes dans Lp(G) et par L1(a�, |c(λ)|−2 dλ)W l’espace
des fonctions dans L1(a�, |c(λ)|−2 dλ) qui sont W -invariantes.

Lemme. Soit f une fonction dans l’espace L1(G)K×K telle que sa transformée sphérique f̂ ∈ L1(a�, |c(λ)|−2 dλ)W .
On suppose de plus que f̂ est à support compact dans a�. Soit α = dim(a) � 1. Alors U(t)f ∈ L∞(X) et pour tout
réel ε > 1, il existe deux constantes c = c(ε) > 0 et T = T (ε) > 1 telles que :∥∥U(t)f

∥∥
L∞(X)

� c|t |− α
2 ‖f ‖L1(X)

pour tout réel t tel que | t |� T .

Pour la preuve de ce résultat, nous procédons comme suit :

• à l’aide de la formule d’inversion, nous montrons que U(t)f est le produit de convolution de U(t)h avec f , où
h est une fonction K-biinvariante sur G telle que sa transformée sphérique ĥ soit dans la classe de Schwartz sur
a�, vaut 1 sur le support de f̂ , et pour tout voisinage compact V de 0 dans a�, il existe une semi-norme N sur
C∞

0 (V ) tel que supg∈G N (ĥ(λ)ϕλ(g)) < ∞,
• nous appliquons le théorème de la phase stationnaire avec paramètres [9] qui donne un développement asympto-

tique de U(t)h lorsque t → ∞ pour obtenir que : ‖U(t)h‖L∞(X) � c|t |− α
2 ,

• la conlusion repose alors sur les propriétés de la fonction sphérique [1].

Une conséquence immédiate du lemme est l’inégalité suivante :∥∥U(t)f
∥∥

B
s,q
p (X)

� c.|t |− α
2 (1/p′−1/p)‖f ‖

B
s+m,q

p′ (X)
(C)

avec 2N > max(|s|, |s + m|), s ∈ R, m � 1, 1 � p′ � 2 � p � +∞ et |t | > T .
En combinant le lemme et l’inégalité (C), nous obtenons les propriétés de dispersion suivantes pour les solutions

du problème de Cauchy (∗) :

Théorème 1. Soient N un entier naturel et m un réel supérieur ou égal à 1 tel que N > m/2. Soient α = dim(a) � 1
et u une solution de l’équation des ondes sur X. Soient p et p′ deux réels conjugués tel que 1 � p′ � 2 � p � +∞.
Alors pour tout réel ε > 1, il existe deux constantes c = c(ε) > 0 et T = T (ε) > 1 telles que si u0 et (−�)−1/2u1
appartiennent à l’espace de Besov B

m,1
p′ (X), on a :∥∥u(t, .)

∥∥
Lp(X)

� c.|t |− α
2 (1/p′−1/p)

(‖u0‖B
m,1
p′ (X)

+ ∥∥(−�)−1/2u1
∥∥

B
m,1
p′ (X)

)
,

pour tout réel t tel que |t | � T .

3. Estimées de Strichartz

Théorème 2. Soient N un entier naturel et un réel m supérieur ou égal à 1 tel que N > m/4. Soient α = dim(a) > 2
et I un intervalle quelconque de R. Soit u une solution de l’équation des ondes sur X et, soient p et r deux réels tels
que 2

r
= α( 1

2 − 1
p
) et 2 < p < 2α

α−2 . Alors pour tout réel ε > 1, il existe c = c(r, ε) une constante positive, tel que si

u0 et u1 sont dans L2(X), on a :

‖u‖
Lr(I,B

− m
2 ,2

p (X))
� c

(
‖u0‖L2(X) + 1

|W |1/2‖ρ‖‖u1‖L2(X)

)
.

La démonstration repose principalement sur l’utilisation de l’inégalité (C) et d’un argument standard de dualité [4].
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