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Résumé

Nous démontrons I’existence et 1'unicité de solutions entieres, dans des espaces de Holder a poids appropriés, d’équations
hessiennes elliptiques dans R” invariantes par rotation a I’infini. Pour citer cet article : M. Hossein, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Entire solutions of Hessian equations in R”. We prove the existence and uniqueness of entire solutions, in appropriate weighted
Holder spaces, of elliptic Hessian equations in R” with rotational invariance at infinity. To cite this article: M. Hossein, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

. 1 Lo 14 . N . N £ N
Soit m, = (gn—”))K la moyenne symétrique élémentaire d’ordre k & n > k variables, homogene de degré 1, ou oy

K
désigne la k-iéme fonction symétrique élémentaire. On s’intéresse dans cet article a I’équation aux dérivées partielles
hessienne suivante, posée dans R” tout entier :

me[A(D21)] = [v ©)]F, (1)

ol D? f est la matrice hessienne de f et A(D? f) désigne le vecteur de ses valeurs propres par rapport i la métrique
euclidienne standard. On cherche f sous la forme f = %|x|2 4+ u, et vy =14 ¢ > 0 est donnée, les fonctions u et
¢ tendant convenablement vers zéro a I’infini. On note a, := I + D?u = D f. Notre choix de f a I’infini préserve
Uinvariance par rotations de I’opérateur u — N, [u] :=m, (A(ay)).

Définition 1.1. Une fonction u € CZ(R") est dite x-admissibles si A[a,(x)] € I, pour tout x € R”, ot I}, = {A €
R" tel que 0;(A) >0, Vi=1,...,k}.
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Pour (¢, p) € (0, 1) x R, on définit ’espace de Holder a poids Cf,’a ={u € C2¥R"), ”u”CZ,a < 00} par:
p

2
”””Cf,"’ = Z Sup o (x)P* |Diu(x)} + Sup {min(g(x)l’+i+a’ G(x/)p+i+oz)

=0 xeRn x,x'eR?
x#x!

|D'u(x) — D'u(x')|
lx — x'|® '

oll I’'on a posé o (x) :=+/1 + |x|2. Le résultat principal de cet article est :

Théoreme 1.2. Pour tout ¢ € Cg’fz telque v =14+ ¢ >0, tous n > 2 et p € (0,n — 2), il existe une unique solution

Kk-admissible, u € Cf,’a, de I’équation (1).

Le probléme de Dirichlet pour des équations hessiennes considérées dans un ouvert borné convenable de R”,
a d’abord été traité dans [2]. Lorsque k = n (équation de Monge—Ampere), notre résultat a été établi dans [3] ; notre
apport concerne le cas 1 < x < n (le cas k = 1 est trivial).

Signalons enfin qu’on peut établir [5] un résultat analogue sur tout C" pour 1’équation complexe :

x|

m[2@3 )] =[v(z D]~
2. Preuve par la méthode de continuité

L’unicité résulte d’un principe de comparaison (voir [5]); concentrons-nous ici sur 1’existence. Pour ¢ € [0, 1],
considérons I’équation de continuité :

Nelud = me (Maw) = ]* =[1+14]%  avec ¢ eChe, @

et raisonnons par connexité sur ’ensemble 7 = {¢t € [0, 1], tel qu’il existe u, € CIZ,’“ solution «x-admissible de (2)},
qui est non vide car ug = 0 est solution x-admisible de (2) pour ¢ = 0.
Nous utiliserons le résultat linéaire suivant (écrit avec la convention de sommation d’Einstein) :

Théoreme 2.1 (Théoreme d’isomorphisme [5]). Soit un opérateur différentiel linéaire uniformément elliptique L =
0;(a"’ (x)d;) sur R" avec a" =a'', a" € Cg’a, 0; (@) = 0. Alors pour tout p € (0,n — 2), l'opérateur L est un
isomorphisme de Clz,’“ dans Cgfz.

o 7T est ouvert dans [0, 1]. Si, r € 7, I’opérateur linéarisé d N, [u,] vérifie I’hypothése du Théoreme 2.1 (voir [5]).
C’est donc un isomorphisme de Clz,’“ dans Cgfz, et d’apres le théoreme d’inversion locale, et la k-admissibilité
étant une propriété ouverte, il existe € > O tel que (f —e€,7+€) N[0, 1] C 7. Donc 7 est relativement ouvert dans
[0, 17.

e 7 est fermé dans [0, 1]. Ce résultat suit classiquement des estimations a priori sur u, pour t € 7, construites
ci-apres, qui fournissent une borne sur ||u; || c2e indépendante de ¢t € 7. En particulier, la x-admissibilité de u,

avec t adhérent a T est a priori assurée par 1’équation (2) elle-méme (elle a lieu a I’infini ou D%y, — Oetonla
propage aisément a tout R").

Conclusion 7 = [0, 1] et I’équation (2), obtenue pour ¢ = 1, est donc résolue.

3. Nouvelles estimations a priori

Soit t € 7. Nous décrivons ici les estimations a priori, sur u; € C,z,’“ solution x-admissible de (2) (notée simple-
ment u), qui ne figurent pas déja dans la littérature. I1 s’agit d’abord de construire des solutions supérieure et inférieure
radiales x -admissibles qui conduiront (par comparaison) a I’estimation Cg. 11 s’agit ensuite d’obtenir I’estimation C,z,’“
a partir des précédentes.
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3.1. Estimation Cg

Soit r = |x| la norme euclidienne de x € R". Quand ¢ (x) = ¢(r), on doit avoir u(x) = U(r), par unicité et inva-
riance par rotation de 1’opérateur N, . En ce cas, on sait calculer U en fonction de ¢ :

Proposition 3.1 (Calcul de la solution radiale). Si ¢ est radiale, avec 1 + ¢ > 0, la solution radiale u(x) = U (r)
nulle a Uinfini de classe C*(R") de I’équation (2) est formellement donnée par :

00 1 1
U(V)Z—/s|:<1+n/<p(rs)r"_ldr> —1] ds.

r 0

Nous admettrons ici ce résultat (voir [5]). Nous aurons aussi besoin de 1’estimation suivante :

Proposition 3.2. Soit u € C*(R") solution nulle a infini de (2) avec : ¢ (x) = @(r) et ¢ € Cg+2, pe0,n—2)et

1+¢>0.Alorsu(x)=U(r) etu € Cg ; précisément on a :
-1
< I,
lulley <n[ptr=2=p)] IBlco -

Preuve de la Propeosition 3.2. La proposition découle facilement de 1’inégalité suivante :
P )| <nt =2 = p)Migllco (3)
avec v(r) = U(r), dont voici la preuve. On utilise la formule :

V(x,a) €[—1,00) x (0,1) onal|(l+x)*—1|<]x],
1

1
(1+n/(p(1:r)t"_ld1:) -1

0

appliquée a r! |v(r)| =

)

avec o = % et x = nfol l¢(zr)t"~!|dr. On obtient :
1

1
—(p+2)
r_1|v(r)| gn/|<p(rr)rn_l|df <n||§0||cg+2/(1 + (Tr)z) T lae
0 0
1
-9
<nllellco /(Tr)*(“z)r”*1 dr carpourg >0, ona(l+7%)72 <|t|7.
p+2
0

nligll o
Finalement, comme p € (0,n —2),0na: rl lv(@)| < = _”+)2 r (P2 et la proposition s’ensuit.

Passons a I’estimation de ||u||-o pour u solution de I’équation (2) générale (sans radialité). Nous allons procéder
P

en comparant #  des solution supérieure u™ et inférieure u~ radiales auxquelles s’appliquera la Proposition 3.2.

Construction de u~. Comme ¢ € Cg il existe C~ > 0 telle que 1 +¢ < 1+ C~o(r)"P~2. Soit u~ la solution

+20
radiale formelle de I’équation : N [u"]=(1+C o (r)~P7?) ‘ donnée par la Proposition 3.1.Onau™ € C2(RMHN C?,
d’apres la Proposition 3.2, avec ici :

— -1 —
lulleg <n[ptn—2-p)]~'C™.

Construction de z*. Comme ¢ € Cg+2 avec 1 4 ¢ > 0, il existe C; > 0 telle que log(1 +¢) > —Cjo P % et :

ot = [exp(—Cla_p_z) —1]e C?,H.
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Posons C* = ||¢+||Co et soit #™ la solution radiale formelle de 1’équation N, [u™] = (1 + ¢>+) donnée par la

Proposition 3.1. Ona u™t € CZ(R”) N Cg d’apres la Proposition 3.2 avec ici : ||u+||cg <nlp(n—2—p)]~'C*. On

vérifie aisément que les fonctions radiales u™ et u~ sont x-admissibles a I’origine de R” et, comme N, [u*] > 0, elles
doivent le rester partout.

En appliquant le principe de comparaison dans C 2RMHN CS aux deux inégalités N, [u] < N [u~] et N[u™] <
N [u], on déduit I’encadrement u~ < u < u™ qui fournit I’estimation cherchée, a savoir : ||u||Cg <nlpn —2 —

)] 'max(C—, CH).
Remarque 1. On prouve comme dans [2] Iellipticité uniforme des opérateurs linéarisés dN, [u,],t € 7.

3.2. Estimation Cf,’a

Nous utilisons une technique de changement d’échelle (qui remonte a [1]) pour construire I’estimation C 12,’0‘. Soit
u e C;‘,(R") «-admissible et supposons N [u] = f € C127+2(]R”). Pour (xo, p) € R" x (0, 1) fixé, on définit sur la
boule Bzo de centre xp de rayon p, les deux fonctions :

g (X) = [0 00) | u @), frg(X) = [0 x0) |7 N[l ()

avec X = (’; o) Par hypothese fy, est bornée dans C2( B 0) indépendamment de x, et uy, ’est dans CO( B 0) indé-

pendamment de xo, griace a notre estimation de ||u||~o0. En outre, on a les identités suivantes :
P

a,(x) = I + D*u(x) = I + 0 (x0)" P 0 (x0) "2 D%u(x) = I + [0 (x0) ] P+ DPuyy (X),
Fro = [0@0)]" P log{e [1(1 + [0 (x0)] ™" D)} =t Nl

L opérateur auxiliaire Ny, juste défini sur B," est concave par rapport a la variable D?u xo €t (voir Remarque 1)
les valeurs propres du symbole de son linéarisé sont encadrées, sur BY, entre deux réels 0 < A < A ie. il
est uniformément elliptique. En outre, MO se factorise a travers la seule variable Dzuxo. En ce cas, selon une
estimation a priori intérieure non linéaire de Gilbarg—Trudinger (équation (17.42), [4] p. 456) appliquée dans
B;O a I’équation ./\/XO [ux,] = fxo» 1l existe des constantes C > 0 et o € (0, 1) dépendant seulement de n, A et
A telles que : ”MXOHC“‘(B ) S < C{||fxO||C2(B ) + HMXOHC?(B )} ol ||.||* est la norme intérieure utilisées dans [4]
(p. 61). D’apres I’inégalité d interpolation [4] Lemme 6.32 (avec une autre constante uniforme C) on peut écrire :
||uxo||cza(3 ) S < C{”fxO”CZ(Bp) + |1y, ||C0(B )} d’ot, avec une constante uniforme C dépendant de p mais pas de xo :

||ux0||c2ot(Bp ) < C{||fx0||c2(3 )+ llux, ||CO(B )} Prenant le sup sur xo € R", nous obtenons (avec encore une autre
constante uniforme C) ”u”CZo( < C{|INe [u]llcz + ||M||c0}
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