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Étant donné un complexe cellulaire constitué de polytopes, plongé dans un espace
Euclidien, nous construisons des espaces d’éléments finis de formes différentielles,
conformes par rapport à la dérivée extérieure, contenant celles qui sont polynomiales de
degré maximal donné, ayant localement la propriété de suite exacte et d’extension, de telle
sorte que parmi tous les espaces ayant ces propriétés, ils ont la plus petite dimension.
Plus généralement nous construisons, pour tout système d’éléments finis inclus dans un
système d’éléments finis compatible, un système d’éléments finis compatible intermédiaire
et de dimension minimale.
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a b s t r a c t

Given a cellular complex consisting of polytopes, embedded in a Euclidean space, we
construct finite element spaces of differential forms, conforming with respect to the
exterior derivative, containing those that are polynomial of given maximal degree, having
locally the property of exact sequence and extension, so that among all spaces having
these properties they have the smallest dimension. More generally we construct, for any
finite element system included in a compatible finite element system, an intermediate
compatible finite element system of minimal dimension.

© 2010 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Consider a bounded domain S in R
n equipped with a cellular complex T where each cell T ∈ T is a polytope. We

wish to construct good finite element spaces of differential forms on S which are conforming with respect to the exterior
derivative and contain all those that are polynomial of given maximal degree p on the n-cells. Moreover we want the
dimension to be minimal under these constraints. In dimension n = 3 this corresponds to mixed finite elements for the
grad, curl and div operators. Working with cellular complexes provides greater flexibility than canonical shapes: duals of a
cellular complex are cellular, the product of cellular complexes is again cellular and they can easily adapt to complicated
geometries be it at the boundary of S or interior interfaces (where material parameters may jump for instance). Another
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application is that cells can be agglomerated to constitute a coarser cellular complex and applying this idea recursively
yields a multiresolution analysis – provided we can construct spaces naturally attached to each level of refinement.

For cellular complexes such as T we introduce, following [2] and [3], a notion of finite element system (FES), whereby
spaces Ak(T ) of k-forms on T are specified for all degrees k and cells T ∈ T (of all dimensions), subject to stability under
the exterior derivative and restriction by pullback to subcells. We introduce two more conditions, one concerning extension
of forms from the boundary of a cell to its interior and the other stating exactness of the sequences (3) on the cells. The
dimension of the global space can then be estimated by a local computation (Proposition 1.1). The conditions also guarantee
correctness of global topological properties of the associated Galerkin spaces (Proposition 1.2). They guarantee that local
degrees of freedom (DOF) can be defined even though they are not explicitly present in the notion of FES. Importantly
the associated interpolation operators commute with the exterior derivative (Proposition 1.5). The FES that satisfy these
properties are called compatible. When they contain polynomials of degree p on each cell they will yield approximation
of order (p′ + 1) in norms Wp′+1,q(S) → Lq(S) for 0 � p′ � p at least when certain mild non-degeneracy conditions are
satisfied.

The differential forms of polynomial degree at most p, restricted to each cell of T , constitute a FES denoted A. Choosing
a simplicial refinement of T , there are well known compatible FES on this refinement that contain A. Choose one and
interpret it as a compatible FES on T denoted B . More generally, given any FES A included in a compatible FES B we
construct a compatible FES Ã such that for all k and T , we have Ak(T ) ⊆ Ãk(T ) ⊆ Bk(T ), and which is minimal with these
properties. In fact we obtain a compatible FES containing A which has the smallest possible dimension (independently of B).

A central notion is that of discrete harmonic extension. The above mentioned interpolation also makes use of properties
it satisfies (e.g. Proposition 1.4) and will therefore be called harmonic (it is a mild generalization of the projection based
interpolation of Demkowicz et al.). Under the above non-degeneracy conditions, combining harmonic interpolation with
a smoothening operator as in [4] yields Lq-stable commuting projections that guarantee for instance that the eigenvalue
problem for d�d is convergent.

The construction of Ãk(T ) is done in two steps. First we enrich Ak(T ) by adding the spaces Ek(T ) defined by (9) and (10).
They are minimal with the property that the sequences (5) become exact. Second we ensure that the extension property
holds by adding discrete harmonic extensions constructed by Propositions 1.4 and 2.2, starting with cells of dimension 1
and increasing dimension inductively. Sequence exactness without the homogeneous boundary condition is then ensured by
Proposition 1.3.

The construction shows that Nédélec’s first family of mixed finite elements of degree p + 1 on simplicial complexes
is minimal among the compatible FES that contain polynomials of degree at most p. On general cellular complexes the
dimension of the new spaces is given by that of a certain cohomology group, see Eq. (12). The gain in dimension from B
to Ã is significant even for p = 0, while orders of convergence are maintained for h-version refinement. We also believe the
FES framework to be advantageous for the so-called hp-setting and tensor product constructions with mixed orders (see [3,
§3.3]).

Another application is the construction, for irregular hexahedral meshes, of div-conforming mixed finite elements con-
taining the piecewise constants and with exactly 4 DOF per face of the mesh. The corresponding curl-conforming space also
contains the constants and has 1 DOF per edge and 4 per face. This should have applications to multipoint flux approxima-
tion methods (collaboration with Jan Martin Nordbotten).

1. Cadre

Soit S un espace métrique compact. Une partie fermée T de S sera appellée cellule de dimension l lorsqu’il existe
une bijection bi-Lipschitzienne de T sur la boule unité fermée B

l de R
l . Le bord ∂T de T est alors par définition l’image

réciproque de la sphère S
l−1, et l’intérieur de T est T \ ∂T . La dimension est bien définie, et le bord ne dépend pas du choix

de la bijection.
Un complexe cellulaire sur S est un ensemble fini T de cellules dans S tel que :

– La réunion de T est S , et S porte la topologie induite.
– Deux cellules distinctes ont des intérieurs disjoints.
– La frontière de toute cellule est réunion de cellules.

La partie de T constituée des cellules de dimension l sera notée T l . On note T (l) = T 0 ∪ · · · ∪ T l le l-squelette de T .
Lorsque S est une variété Lipschitzienne on note Xk(S) l’espace des k-formes différentielles (FDs) sur S qui sont L2(S)

à dérivée extérieure L2(S). Nous nous intéressons à la construction de sous-espaces de Xk(S) étant donné un complexe
cellulaire T sur S . Suivant [2,3] un système d’éléments finis (SEF) sur T est la donnée pour chaque entier naturel k et
chaque T ∈ T , d’un sous-espace Ak(T ) de Xk(T ), de telle sorte que les deux propriétés suivantes soient satisfaites :

– La dérivée extérieure induit des applications d : Ak(T ) → Ak+1(T ).
– Si T ′ ⊆ T avec inclusion i, le retrotransport (« pullback ») induit une application i� : Ak(T ) → Ak(T ′). Pour u ∈ Ak(T ) on

notera i�u = u|T ′ .
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La trace sera dans la suite toujours entendue au sens du retrotransport par l’application inclusion.
Dans ces conditions nous notons, pour tout complexe cellulaire T ′ inclus dans T :

Ak(T ′) = {
u = (uT )T ∈T : ∀T , T ′ ∈ T , uT ∈ Ak(T ) et T ′ ⊆ T ⇒ uT |T ′ = uT ′

}
. (1)

Le plus grand SEF que nous envisageons est (bien) défini par :

X̃k(T ) = {
u ∈ Xk(T ): ∀T ′ ∈ T , T ′ ⊆ T ⇒ u|T ′ ∈ Xk(T ′) et du|T ′ ∈ Xk+1(T ′)}. (2)

On note que A•(T ) peut être identifié à un sous-complexe de X̃•(T ), lui-même un sous-complexe de X•(S). En ce sens il
s’agit d’éléments finis conformes par rapport à la dérivée extérieure, et notre but est d’en construire qui soient de dimension
finie aussi petite que possible, sous certaines contraintes.

Nous dirons qu’un SEF A est compatible lorsque les deux conditions suivantes sont remplies :

– Suite exacte. Pour tout T ∈ T , la suite suivante est exacte :

0 → R → A0(T ) → A1(T ) → ·· · → Adim T (T ) → 0. (3)

La deuxième flèche associe à un réel, la fonction sur T prenant cette valeur uniquement.
– Extension. Pour tout T ∈ T et tout u ∈ Ak(∂T ), il existe un v ∈ Ak(T ) dont la trace sur ∂T est u.

On note Ak
0(T ) le sous-espace de Ak(T ) constitué des éléments ayant une trace nulle sur le bord.

Pour la démonstration des cinq propositions suivantes on pourra consulter [3]. On y suppose que tous les espaces Ak(T )

sont de dimension finie.

Proposition 1.1. Pour tout SEF A on a :

dim Ak(T ) �
∑
T ∈T

dim Ak
0(T ), (4)

avec égalité lorsque la propriété d’extension est satisfaite.

Proposition 1.2. Pour tout SEF compatible A, les groupes de cohomologie satisfont dim Hk(A•(T )) = dim Hk(X•(S)) pour tout k.

Proposition 1.3. Pour tout SEF A ayant la propriété d’extension, la propriété de suite exacte (3) est équivalente à la suivante (avec
condition au bord homogène) :

– Pour toute cellule T , la suite suivante est exacte :

0 → A0
0(T ) → A1

0(T ) → ·· · → Adim T (T ) → R → 0. (5)

L’avant dernière flèche est l’intégration.

Proposition 1.4. Soit un SEF A dont chaque espace Ak(T ) est muni d’un produit scalaire noté a. On suppose que T est une cellule telle
que (5) est exacte. Pour chaque α ∈ R il existe un unique élément u de Adim T (T ) tel que :∫

T

u = α et ∀v ∈ Adim T −1
0 (T ), a(u,dv) = 0. (6)

Fixons k < dim T . Tout u ∈ Ak(∂T ) admettant une extension, admet une unique extension u ∈ Ak(T ) telle que :

∀v ∈ Ak
0(T ), a(du,dv) = 0 et ∀v ∈ Ak−1

0 (T ), a(u,dv) = 0. (7)

Un élément u de Ak(T ) satisfaisant (7) sera dit harmonique. La proposition affirme donc l’existence et l’unicité d’une ex-
tension harmonique lorsqu’une extension existe. Si l’on a le choix entre plusieurs SEFs on parlera d’extension A-harmonique.
L’orthogonalité pour a sera notée ⊥, de sorte que (7) s’écrit aussi :

du ⊥ dAk
0(T ) et u ⊥ dAk−1

0 (T ). (8)

Proposition 1.5. À tout SEF compatible A dont chaque espace Ak(T ) est muni d’un produit scalaire, est associé un interpolateur
harmonique I• : X̃•(T ) → A•(T ), qui est un projecteur commutant avec la dérivée extérieure et préservant chaque Ak(T ).
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La démonstration de cette proposition peut être interprétée comme définissant des degrés de liberté (DDL) unisolvants
assurant la commutation de l’interpolation associée avec la dérivée extérieure. Si maintenant chaque espace Ak(T ) contient
les FDs polynomiales sur T de degré au plus p on s’attend à obtenir un ordre approximation p′ + 1 (pour les normes
d’opérateur Wp′+1,q(S) → Lq(S) avec 0 � p′ � p), mais pour cela il faut éviter quelques cas dégénérés. Il suffit que les retro-
transports des espaces Ak(T ) par l’application x 
→ (diam T )x+(barycentre T ) appartiennent à un certain espace topologique
compact sur lequel la norme de l’interpolation Ik sur les l’espace des FDs continues à dérivée extérieure continue, munie de
la norme uniforme correspondante, est semicontinue supérieurement (voir [1, §5.4]). Alors les techniques de [4] permettent
aussi de construire des projecteurs commutant avec la dérivée extérieure et uniformément bornés Lq(S) → Lq(S).

2. Construction

On suppose que S est un domaine de R
n et que chaque cellule T ∈ T est un polytope. Soit p un entier naturel.

Pour tout T ∈ T et tout k, notons Ak(T ) les FDs sur T qui sont trace sur T d’une k-FD sur R
n , polynomiale de degré

au plus p. Nous avons bien là un SEF, mais il est loin d’être compatible. Choisissons un raffinement T ′ de T qui soit un
complexe simplicial – souvent le raffinement barycentrique convient. Notons Bk(T ) les k-FDs standards relativement au
raffinement T ′ et de degré p + 1. On entend par là la première famille d’EF mixtes de Nédélec [6], généralisée aux FDs par
Hiptmair [5], choisissant ceux compris entre les polynomes de degré p et p + 1. Le degré p = 0 correspond aux formes de
Whitney. On pourra consulter [1] à leur égard. Nous avons là un SEF compatible sur T , mais il est équivalent aux éléments
finis standards sur T ′ .

Notre but est de construire un SEF compatible sur T , intermédiaire entre A et B et aussi petit que possible. De fait nous
en obtenons un qui est de dimension minimale sur chaque cellule et en tout degré, non seulement parmi ceux qui sont
contenus dans B mais en général.

Plus généralement nous supposons que A est un SEF, que B est un SEF compatible, et que Ak(T ) ⊆ Bk(T ) pour tout k
et T (voilà ce qu’on entend un peu abusivement par l’inclusion de A dans B). La construction dépend du choix d’un produit
scalaire a sur chaque Bk(T ) (on pourra prendre si on veut le produit L2 sur les FDs). Elle se fait en deux étapes, la première
complétant A de sorte que la propriété de suite exacte – sous la forme (5) – soit satisfaite, la deuxième assurant la propriété
d’extension, sans nuire aux acquis. Le SEF obtenu est alors compatible d’après la Proposition 1.3.

Première étape. Si k < dim T , posons :

Ek(T ) = {
u ∈ Bk

0(T ): du ∈ Ak+1
0 (T ), du ⊥ dAk

0(T ) et u ⊥ dBk−1
0 (T )

}
. (9)

Dans le cas k = dim T , si Ak(T ) contient un u d’intégrale 1, on pose Ek(T ) = 0, sinon on pose :

Ek(T ) = {
u ∈ Bk(T ): u ⊥ dBk−1

0 (T )
}
. (10)

Remarquons que Ak(T ) ∩ Ek(T ) = 0 et posons :

Ãk(T ) = Ak(T ) ⊕ Ek(T ). (11)

On note que d : Ek(T ) → Hk+1(A•
0(T )) est un isomorphisme (si k = dim T interpréter la flèche comme l’intégration) ce qui

donne en particulier :

dim Ek(T ) = dim Hk+1(A•
0(T )

)
. (12)

Proposition 2.1. Ã est un SEF contenant A tel que les suites :

0 → Ã0
0(T ) → Ã1

0(T ) → ·· · → Ãdim T (T ) → R → 0, (13)

sont exactes.

Deuxième étape. Par abus on note A le système Ã qu’on vient de construire, ou plus généralement un SEF inclus dans B
ayant la proprieté (5) de suite exacte avec condition au bord homogène. Pour toute cellule T nous allons compléter A•(T )

pour assurer la propriété d’extension sur T tout en préservant A•
0(T ). On commence par les cellules T de dimension 1,

continue avec celles de dimension 2 et ainsi de suite.
Soit l � 0 et T une cellule de dimension l + 1. Nous utilisons le résultat suivant où on note tr l’application trace B•(T ) →

B•(∂T ).

Proposition 2.2. Fixons un k � l. Tout u ∈ Bk(∂T ) tel que du ∈ tr Ak+1(T ) admet une unique extension u ∈ Bk(T ) telle que :

du ∈ Ak+1(T ), du ⊥ dAk
0(T ) et u ⊥ dBk−1

0 (T ). (14)
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Supposons que nous avons rempli notre programme pour les cellules de dimension au plus l (l � 0), le SEF étendu étant
noté Ã. On considère une cellule T de dimension l + 1.

On munit Ãk(∂T ) du produit scalaire somme. Pour k � l posons :

F k = {
u ∈ Ãk(∂T ): u ⊥ tr Ak(T ) et du ∈ tr Ak+1(T )

}
, (15)

et notons F̃ k les extensions des éléments de F k définies par la Proposition 2.2 ci-dessus. On pose aussi :

Gk = {
u ∈ Ãk(∂T ): du ⊥ tr Ak+1(T ) et u ⊥ {

v ∈ Ãk(∂T ): dv = 0
}}

, (16)

et on note G̃k les extensions B-harmoniques des éléments de Gk . Finalement on pose :

Ãk(T ) = Ak(T ) + F̃ k + G̃k. (17)

Pour k = l + 1 on prend simplement Ãk(T ) = Ak(T ).

Proposition 2.3. Sur le (l + 1)-squelette de T , Ã est un SEF compatible intermédiaire entre A et B tel que Ãk
0(T ) = Ak

0(T ) pour tout k
et T .

La construction de Ã s’achève par induction. Il est minimal d’après le résultat suivant.

Proposition 2.4. Si Â est un quelconque SEF compatible contenant A on a dim Âk
0(T ) � dim Ãk

0(T ) pour tout k et T .

Pour conclure faisons quelques remarques :

– Pour l < n nous n’avons pas supposé que les cellules de dimension l soient plates (càd. inclues dans un sous-espace
affine de R

n de dimension l). On note que lorsque T ∈ T l n’est pas plate, la dimension de Ak(T ) peut être supérieure
à la dimension de l’espace des k-FDs de degré au plus p sur R

l . Ainsi comme nous l’avions remarqué dans [2], lorsque
les faces ne sont pas plates, toutes les k-FDs constantes par n-cellule ne peuvent pas être représentées avec un DDL par
k-cellule seulement. La théorie exposée ici permet de les représenter avec une nombre de DDL minimal. Par ailleurs la
construction de [2] peut être interprétée comme le cas particulier Ak(T ) = 0 de celle-ci. Lorsque les cellules sont toutes
plates elle est équivalente au cas p = 0 et permet donc de représenter les k-FDs constantes avec un DDL par k-cellule.

– Supposons que le (n − 1)-squelette de T soit simplicial et que T admette un raffinement simplicial T ′ obtenu en
ajoutant un sommet x a chaque n-cellule T de T et en formant les simplexes ayant x comme sommet et la face
opposée dans ∂T . Prenons le cas p = 0 de la construction proposée. Alors A n’est pas un SEF compatible, alors que B
sont les formes de Whitney par rapport à T ′ . La construction proposée ici donne un SEF compatible Ã sur T ayant un
degré de liberté par cellule de T , alors que B a un degré de liberté par cellule de T ′ ; l’ordre d’approximation est 1
pour les deux SEF. Par exemple pour les k-formes on a #T k DDL pour Ã et au moins #T k + 2#T k−1 pour B (négligeant
le bord ∂ S). Le gain en nombre de DDL sera encore plus substantiel pour p > 0.

– Cette construction peut encore être spécialisée. Soit S un domaine dans R
3 muni d’un maillage S en hexaèdres irrégu-

liers. Chaque 2-face est un quadrangle qu’on divise en 4 triangles en joignant un point central aux quatre sommets. Ces
triangles forment un 2-squelette simplicial auquel on ajoute les hexaèdres de S . On note T le complexe cellulaire sur
S ainsi obtenu et applique la construction précédente. On obtient en particulier un espace de 2-formes (correspondant
à des champs de vecteurs div-conformes) ayant exactement 4 DDL par face de S et contenant les constantes par hexa-
èdre. L’espace de 1-formes associé (correspondant à des champs de vecteurs curl-conformes) a 1 DDL par arête et 4 par
face.

– La dimension de Ãk
0(T ) est donnée par (12). Si T est simplicial, on peut la calculer et on obtient exactement la dimen-

sion des EF standards sur T et de degré p + 1. Ceci montre que sur les simplexes la première famille d’EF mixtes de
Nédélec est minimale parmi les SEF compatibles contenant les polynomes de degré maximal donné.

– Finalement on note que si on prend au lieu pour B le SEF X̃ et pour chaque a le produit scalaire L2, toutes les contruc-
tions ci-dessus s’expriment comme des EDP bien posées. Ainsi si on choisit un nombre fini de FDs dans chaque T (des
ondes planes par exemple) il existe toujours une FES compatible les contenant et de dimension finie.
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