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singuliére. Nous construisons une solution faible globale lorsque la donnée initiale est dans
Présenté par Yves Meyer un espace de Morrey-Campanato critique : celle-ci vérifie une inégalité d’énergie locale
comparable a celle de Scheffer.
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ABSTRACT

We discuss on a new scalar model whose properties are similar to the NS equations (it
preserves scaling, the antisymmetry of the bilinear term and is invariant by translations
and dilations) but contains a singular integral operator. We construct a global-in-time weak
solution when initial data is in a critical Morrey-Campanato space and show that it also
satisfies a local energy inequality comparable to Scheffer’s one.
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Abridged English version

We discuss on a new scalar model, described below:
! ot = Au — [u, Alu
u(0,.)=uop

(1)

where A is the Calderén’s operator defined by 7&?(5) = |§|f($) and [u, Alu = uAu — A(u?). This model is similar to the
NS equations:
il =Al—V.A®U)—Vp
Vi=0 2)
1(0,.) =1ig
Indeed, it preserves scaling (if u(t, x) is solution of (1) with initial datum uo then Au(r2t, 1x) is also solution of (1) with

initial datum Aiig(Ax)) and the antisymmetry of the bilinear term (for v and r smooth enough and u solution of (1) then
b(v,r) = [gs v[u, Alrdx is antisymmetric).
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Let us point out another equation du = Au — Au? studied by Montgomery-Smith [6], followed by GallagherPaicu [2]
in higher dimensions in order to prove blow-up of solutions in finite time if the Fourier transform of the initial value is
positive: nevertheless, the antisymmetry of the bilinear term of the NS equations is neglected in this equation, while, using
on some energy estimates, it will play a proeminent role within the study of our model.

Our goal is, applying harmonic tools frequently used for (2), to see if analogy is preserved for our model (1): we believe
that it will improve our understanding of the operator A. When initial datum is small in some critical spaces for this
model (L3, L3% or M?23), the formalism of mild solutions gives a global-in-time solution (and local-in-time solution for a
regular initial value - see [3]). Since this approach is inoperative when initial datum is big in some critical space, we follow
Lemarié-Rieusset’s work ([4] and [5]) to construct a global weak solutions for (1) in some infinite energy space.

Let briefly recall the main steps of this construction:

e When initial datum is in L2, inspired by Leray’s approximation for the NS equations, we modify Eq. (1):
ol = Au — [u *x we, Alu
u(0,.) =uo
Picard’s fixed point theorem ar_ld a bootstrap argument allow us to construct a smooth global-in-time solution
Ue € L°°((Q, 00), L) N L2((0,T), H) for (5). Taking the limit over €, one can construct a solution u € L°°((0 00),L2) N
L2((0, T), HY) for the model (1) satisfying the energy inequality: |u(t, )||2 + 2/0 ||Vu(s )||2ds < ||u0||2
e When initial datum belongs to Luloc, one proof consists in approximating it by a sequence of functions (ug)nen € L?
which converges weakly-x towards ug in L2, = and satisfies \|ug||Lzl < CHUOHLZI . Using on local energy estimates for

(3)

uloc
the solutions of the following approximations

: deul = Aul — [ul * we, AJul @)
ug(0,.) =ug
we obtain some a priori uniform control of uf in LOOLEHOC N (L2H")yjoc uniformly in n and €. Thus (see [3]):
Proposition 1. Let ug € Luloc There exists Co > 0 and To = W such that, VO <t < Ty:
_1
n 2 > n|2 2 t ’
2O+ 190 g, < Coliol?y (1= 1) ®)

e At last, when initial datum belongs to M23 (luolljpes = supbOM\uo(Ax)llel ), the scaling invariance of (1) allows us

to control u® in LL?> N L>A" not only on (0, To) x B(xo, 1) but also over all domains (0, 22Tp) x B(xo, %), A > 0. Since
this control only depends on ||ug|| 23, we obtain:

Theorem 2. Let ug € M23. There exists u € D'((0, +00) x R3), global-in-time solution for (1) satisfying

2
sup u(t, )| dx < +oo, sup / / |Vu(s x)| dxds < 400
R>0,x¢eR3,t>0 R+ «/_ R>0,x0€R3,t>0 R + \/—

|x—xo|<R 0 |x—xp|<R

(6)
Our best result is given by the following theorem, since we obtain a local energy inequality, similar to Scheffer’s.
Theorem 3. Let ug € M%3. Let ¢ € D((0, 00) x R3) such that ¢ > 0. The solution u of (1), constructed in 2 satisfies
. t,X) —o(t,
2// [Vu|?¢ dxdt < /f [ul? (3¢ + Agp) dxdt — 5 /f/ u(t, xyu(t, y)(u(t, x) — u(t, y))w dxdydt
(7)
Constant C is defined by the kernel of the operator A: Au=Cv.p. [ U= —u® dy for u € D(R").

|y|n+1
Finally, let consider the NS equations (2): when initial datum is small in M3, the compact subset

{u € (L*°((0, 00), Lz))mc (L?((0, 00), H]))?OC suitable solution for (2);

1
sup - / |uct, x)| dx < Colltio 5,253

R>0,x0€R3,t>0 R + To XAl <R
0
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sup [ — / / |V®u(s x)| dxds<C0||uo||M23, To = T(lltio|lj23) and Co does notdependonﬁo}
X0€R3, t>0

x—xo|<
‘ ol < TO

is reduced to one point (thanks to Caffarelli, Kohn and Nirenberg’s criterion). This gives a larger “unicity class” compared
to the one obtained by the formalism of mild solutions. Does the scalar model (1) answer to this “unicity class”? Since we
have constructed a global-in-time weak solution satisfying a local energy inequality, the question becomes: does there exist
a Caffarelli, Kohn and Nirenberg criterion adapted to this equation?

1. Présentation du modéle

Nous nous proposons d’étudier le modeéle scalaire suivant

ot = Au — [u, Alu

(1)

u(0,.)=uq

ol A est I'opérateur de Calderén défini en Fourier par Z\f(é) = |§|f(§) et [u, Alu=uAu — A(u?).
Comme dans le cas des équations de Navier-Stokes définies par

il = All — V(I @ 1) —

i=0 (2)

(0,.)=1o

(

1) vérifie les propriétés suivantes :

<l qlm

le modéle

e invariances par translation et dilatation : si u(t, x) est solution sur (0, T) x R? des équations (1) avec donnée initiale ug
alors, pour tout xo € R3, Au(A2t, A(x — X)) est aussi solution de (1) sur (0, T) x R3 avec donnée initiale ug(A(x — Xg)).

e Antisymétrie du terme bilinéaire : pour v et r suffisamment réguliéres et u solution du modéle (1) alors I'expression
bilinéaire b(v,r) = ng v[u, Alrdx est antisymétrique.

Le modele étant scalaire, nous nous affranchissons de la condition sur la divergence; de plus, I'opérateur non local A =
Z 3JRJ oll R; désigne la jéme composante de la transformée de Riesz) reproduit la difficulté liée a la pression dans

(2). Remarquons, par ailleurs, qu'une autre équation 9;u = Au — Au? a été étudiée par Montgomery-Smith [6] puis reprise
en dimensions supérieures par Gallagher-Paicu [2] (afin de prouver I'explosion en temps fini de solutions lorsque la donnée
initiale a une transformée de Fourier positive). Néanmoins, la structure particuliére du terme bilinéaire des équations (2) est
délaissée dans ce modéle et, contrairement a celui que nous étudions, empéche I'obtention d’'une conservation d’énergie en
norme L2.

Notre objectif est d’appliquer les techniques d’analyse harmonique habituellement utilisées pour les équations de Navier-
Stokes dans les espaces critiques pour cette équation (formalisme des solutions «mild», construction de solutions faibles
globales, inégalité d’énergie locale) afin de vérifier si I'analogie perdure avec A et de mieux comprendre cet opérateur.

Comme dans le cas des équations (2), le formalisme des solutions «mild» est adapté aux espaces (critiques pour 1'équa-
tion) L3, L3-%° et M23 : autrement dit, il produit des solutions globales avec donnée initiale petite ou des solutions locales
lorsque celles-ci appartiennent a la fermeture des fonctions test dans les espaces considérés. Celui-ci devient inopérant pour
construire des solutions globales lorsque la donnée initiale est grande dans un espace critique. Pour contourner cette diffi-
culté, nous nous inspirons des travaux de Lemarié-Rieusset [4] et [5] et construisons, grice a des estimations d’énergie, des
solutions faibles d’énergie infinie. Rappelons que Calderén, en utilisant une approche différente, construit lui aussi ce type
de solutions de (2) dans [1].

2. Existence d’une solution globale d’énergie infinie

Nous construisons des solutions globales lorsque la donnée initiale est grande dans M23, dont nous rappelons la défini-
tion :

Définition 1. L'espace M23(IR3) est I'espace des fonctions localement de carré intégrable vérifiant

_1
sup R™21 fll2(B(xo,r)) < 0© o
XpeRM; 0<R<o0

Explicitons la démarche :
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e Lorsque la donnée initiale est L2, le théoréme du point fixe de Picard est inutilisable sur le modéle (1) : en nous
inspirant de I'approximation de Leray, nous convolons I'un des facteurs présents dans le terme bilinéaire et étudions

{atu:Au—[u*We,A]u (4)

u(0,.)=up

qui permet alors de construire une solution réguliére globale ue € L*°((0, 00), L2) N L2((0, T), H') pour tout T > 0,
vérifiant (5) et satisfaisant I'égalité d’énergie ||ue(t, .)||§ + 2]5 ||§ue(s, .)||%ds = ||u0||§. Un passage a la limite faible et
un argument de compacité de Rellich permettent alors de construire une solution u € L*((0, o0), L) N L2((0, T), HY)
au modele (1) satisfaisant I'inégalité d’énergie suivante : [u(t,.)]|3 + Zf(f 1Vucs, I3 ds < [luol3.
e Lorsque la donnée initiale est dans Lﬁloc, une preuve possible consiste a approcher la donnée initiale par une suite
de fonctions (u})nen € L2 (ufy = 1Lp;2mlo) : elle converge vers ug dans Liloc muni de la topologie faible* et vérifie
||u8||L5mC < C||uo||L§IOC. Nous partons alors des équations

(5)

oul = Aull — [u? * we, Alu?
ug(0,.) =ug

dont nous estimons a priori le champ de vitesse dans L°°Lﬁloc N (L2HY) e uniformément en n et € :

2

Proposition 2. Soit ug € Ly,

Il existe une constante positive Cy (uniforme en n, € et ug) et un temps TO(HUOHLZI ) =
uloc

. .
a max(l,lluo\liz 3 tel que pour tout0 <t < Ty :

uloc

1
- t\ 2
n 2 n2 2 _ -
ez +1VUeliz012),, S Colltolll (] To) (6)

La preuve de cette proposition est basée sur une décomposition en deux parties (locale et non locale) de I'opérateur A :

d'un coté, les commutateurs de Calderén-Zygmund [p, A] (p € D) sont continus de L? dans lui-méme et de l'autre, la
décroissance a l'infini de A (en ﬁ) permet de contrdler la norme L*° de la partie non locale (pour la preuve compléte,

voir [3]). Les passages a la limite (en € et en n) suivent des estimations uniformes précédentes et permettent la construction
d’une solution locale L*L%, N (L?H")yoc au modeéle (1).

e Pour construire une solution globale lorsque la donnée initiale est dans M%3 (luolljpzs = supbok\luo()»x)lhz[ ), I'idée
uloc

est, via le changement d’échelle propre aux équations (1), de contrdler les normes L®°L2 N [2H! de u? uniquement
par |lugl 23 sur le domaine (O, A2Tg) x B(xp, A) pour tout A > 0. Pour ce faire, remarquons que si vg est solution des
équations E. (définies par 8;v = Av — [v % we, A]v) sur (0, T) x R? avec donnée initiale vg, alors pour tout A > 0,
Av} (A%t, Ax) est solution de E% sur (0, A=2T) x R3 avec donnée initiale Av}(Ax). Adaptons cette remarque a I'équa-
tion E% avec donnée initiale Av{j(Ax) : d’apres la proposition 2, il existe une solution vt de E% controlée en norme
. A

L®L2 N L2AT sur (0, Tg) x B(xp, 1) oi To(lluollj23) avec des estimations portant uniquement sur |[ugl|y23 (indépen-
dantes de €, A et n) : comme %v%(#, %)” coincide ave.c I'unique solution uf de E. ayant pour donnée initiale ug,
nous obtenons, a chaque échelle, un contréle L®L? N [2A! de u? sur (0, A%Tp) x B(xo, A) (dépendant seulement de
luollj23), d’oli des passages a la limite licites (n — oo puis € — 0).

Théoréme 3. Soit ug € M23. Il existe une solution globale u € D’((0, +00) x R3) vérifiant (1) et satisfaisant

1

t
1 -
2 2
sup lu(t, x)|“ dx < +o0, sup —/ / [Vu(s, x)|*dxds < +o00
R0, x0cR?, =0 R + v/t R0, xcR?, =0 R + /¢

[X—xo|<R 0 [x—xo|<R

(7)
3. Inégalité d’énergie locale
Le principal résultat de cet article, objet du théoréme ci-dessous, est I'obtention d’'une inégalité d’énergie locale :

Théoréme 4. Soit ug € M23. Soit ¢ € D((0, 00) x R3) telle que ¢ > 0. La solution u du modéle scalaire vérifie I'inégalité d'énergie
locale
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2//|€u|2¢dxdr</ [ul?(8cp + Agp) dxdt

— —///u(t 0u(t, y)(ut,x) — u(t, y))w dxdydt (8)

Remarque. La constante C est celle apparaissant dans le noyau de A : Au=Cv.p. [ W dy pour u € D(R").

Démonstration. Soit ¢ € D((0, c0) x R3) telle que ¢ > 0. Nous partons de la solution approchée ue € L°L%, N (L2H) 1o

vérifiant :

2//|€u€|2¢dxdt=//|u€|2(at¢+A¢)dxdt—//u€[u€*we,A]ueqsdxdt (9)

Cette solution est en fait uf mais, comme les estimations sont les mémes en n et €, nous ne traitons qu'un passage a la
limite (¢ — 0). A € fixé, approchons u, par sa troncature-régularisation : notons v" cette suite régularisante.

uloc

Etape 1. Estimations pour les fonctions test. Nous écrivons

(vn[vn*WE’A]vn7¢):C(% // viE, X)VI(E, y)(¢(t,X)—|q;(i, ﬁl)zwe*(v (t,x) —V'(t, ¥)) dxdy dt
‘X7y|<1 n n n n
+ v (t,X)V (tv Y)¢(t7X)We *4(" (tvx)_v (ts Y)) dxdydt
Ix—yl
1<x—y|<R
/f VIE XV, Yt X)We *4(\/ (&, %) — Vvt y) ddet)
Ix—yl
[x—yI=R
= %A(v”, VI VT s we) + Br(VT VT vk we) 4 Cr(VL VT VT s we)
ol R > 10 sera fixé grand ultérieurement, avec :
AW v, w) = // u(t, x)v(t, y)(@(t, x) |x<i(ty|i/))(W(t,X) —w(t,y)) dxdy dr (10)
Ix—yI<1
Br(u.v. w) = u(t,X)V(t,y)¢(|t};x_)(Vt|/4(t,x) —wi(t,y)) dxdy dr (11)
1<Ix—yI<R Y
Cr. v, w) = C // u(t,X)V(t,y)¢(|t);>i)(}/vT:t,X) —wi(t, y)) dxdy dt (12)
[x—=y|=R

Etudions les trois termes trilinéaires.
Pour A, sachant que t € K, (x,y) € K'? (oit K et K’ sont deux compacts dépendant du support de ¢), on considére
0 € D((0, 00) x R?) valant 1 sur un voisinage de K x K’ :

_ 2 2

|A(u,v,w)|<C/< // u(t, x)?v(t, y) -
Ix—yl

Ix=yI<1

X(/ lp(t, )w(t,x) — p(t, y)w(t, y)|?
Ix—y|4

1 3
C(¢>)/</ pu(t,x)) ((pv)z*llmglw) dx) low(t, -)IIH% de

<Clpulpplpvipslowl , 1 (13)

1
2
dx dy) dt

La majoration obtenue dans la derniére ligne utilise la convolution dans les espaces de Lorentz : comme (pv)? € L3 et
:ﬂ_|x|<1 # S L%’Oo alors (,OV)Z * ]]'\X\<1 # € L3’%.

Pour Bg, de méme que précédemment, on constate que t, x et y sont bornés et le noyau est intégrable sur la couronne
choisie : il existe donc une fonction g € D((0, o0) x R3) telle que :
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|BR(u, v, )| < C(R, @)l orutll 32| OR VI 32 | DR W Il 312 (14)
Pour Cg, le contrdle en la norme (L3L3),,. donne :
1
ICruw,v.w)|<C T IV 08 I W 13139 (15)
keZ3, |k|>R—1

Etape 2. Passage a la limite lorsque n — oo.

Soit n > 0. D’aprés I'estimation obtenue sur Cy (reste d’'une série convergente), il existe un nombre Ro(n, l[uol23) > 0
tel que |Cry(Ue, Ue, Ue * We) — Cry(V", V™, v x we)| < 1 (ue et v* sont uniformément (L3L3)yc). D'autre part, la trini-
léarité et les majorations obtenues sur A et Bg, impliquent qu'il existe no(n, ||uoll 23, ¢) € N tel que pour tout n >ng :
|Ate, e, ue x we) — A(V", V", v")| < 1 (pv" converge fortement vers pu. dans L3H?, donc aussi dans L3L3) ainsi que
|BRy (e, Ue, Ue * W) — B, (v, v, vM)| < g (a fortiori, on a convergence forte de pv" dans L3L2).

Comme, lorsque n — oo, (V'[v" % we, AIV", @) — (Ue[Uue * We, Alue, ¢), I'inégalité (8) que nous souhaitons prouver est
en fait une égalité lorsque nous considérons u..

Etape 3. Passage a la limite lorsque € — 0.
Nous partons de fff Ue(, X)Ue (E, Y)We * (Ue(t, X) — U (L, y))% dxdy dt que nous décomposons sous la forme

%A + Bg + Cg. Nous reprenons stricto sensu les étapes 1 et 2 pour obtenir des majorations sur chacune des trois intégrales

et la convergence de chacun des termes Cg, A et Bg. L'inégalité provient du passage a la limite de |Vue|?, car nous n'avons
pas mieux qu'une convergence faible. O

Remarque. Dans les équations de Navier-Stokes, le pire terme a contrdler est 1.V : a priori, il nécessite un controle
local L4L* sur @i en plus des contrdles locaux habituels (L*®°L%2 N L2H'). L’antisymétrie du terme bilinéaire permet une

réécriture sous la forme V.(|ii|*i) dont le contrdle est assuré par i € (L3L%)] .

Dans le cas de ce modéle, il en va de méme. Le terme u[u, AJu n’a pas de sens dans D’ sans un contréle (L*L%);,c de u;
néanmoins, une réécriture de ce terme utilisant I'antisymétrie du commutateur permet de donner un sens a l'intégrale

S ut, uct, y)ut,x) — u(t, y))% dxdydt grace a la décomposition %A + Bg + Cg, avec un contrdle utilisant

moins de régularité sur u (uniquement L“Lﬁloc N (LZHY)y00) La seule différence avec les équations de Navier-Stokes est
. P -1 . . ~

que la condition de dérivabilité (L>H?2) se lit explicitement sur le contrdle du terme A.

4. Conclusion

Dans le cas des équations de Navier-Stokes, lorsque la donnée initiale est dans M23, considérons I'ensemble suivant

3
loc

3
loc

i € (L((0,00), L)), N (L*((0, 00), H')), solution de (2) adaptée au sens de Caffarelli, Kohn et Nirenberg ;

1

N 2 = 2 .
sup — / [u(t, x)|”dx < Colltiollpzs 3
R>0,x0€R3,t>0 T,
>0,x0€ > R+ TO|X7X0|<R

t
[T S -
sup —O/ / IV ®1i(s, x)|* dxds < Collio|1%,5.5
Xxp€R3, t>0 t

0 x—x0l<,/ 5
(ott Tg = T(|ltollj23) et Co une constante indépendante de o).

Cest un compact (nous avons toutes les majorations pour appliquer le passage a la limite faible et le lemme de Fatou
nous assure la préservation des inégalités d’énergie) réduit a un point lorsque la donnée initiale est petite (voir [3]) : ceci
nous donne donc une «classe d'unicité» plus large que celle obtenue par le formalisme des solutions «mild». Le modéle
scalaire répond-il a cette classe d'unicité? Nous avons construit une solution globale vérifiant une inégalité d’énergie (de
type Scheffer). La question devient donc : existe-t-il un critére de Caffarelli, Kohn et Nirenberg associé a cette équation ?
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