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INFO ARTICLE RESUME

Historique de l'article : Le probléme des arcs de Nash pour les singularités normales de surfaces affirme qu'il
Requ le 21 novembre 2010 y aurait autant de familles d’arcs sur un germe de surface singulier (S, 0) que de
Accepté apres révision le 26 janvier 2011 composantes essentielles d’'une désingularisation de (S, 0). Il est connu que ce probléme

se réduit a étudier les singularités quasi-rationnelles. L'objet de cette Note est de répondre
positivement au probléme de Nash pour une famille d’hypersurfaces quasi-rationnelles non
rationnelles. La méme méthode s’applique pour répondre positivement dans d’autres cas,
par exemple, les singularités de type Eg et E;, et pour fournir des preuves simples de cas
connus.
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ABSTRACT

The Nash problem on arcs for normal surface singularities states that there are as many
arc families on a germ (S, O) of a singular surface as there are essential components of
a desingularisation of (S, 0). It is known that this problem can be reduced to the study
of quasi-rational singularities. In this Note we give a positive answer to the Nash problem
for a family of non-rational quasi-rational hypersurfaces. This same method applies to give
a positive answer in some other cases, for instance, the Eg and E; type singularities, and
gives simple proofs of known cases.

© 2011 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, S une surface algébrique normale sur ket 7: X — S la
résolution minimale de S. Chaque composante irréductible E de la fibre exceptionnelle de 7 est appelée diviseur essentiel
sur S. On note Ess(S) I'ensemble des diviseurs essentiels sur S.

Soit K un corps d’extension de k. Un morphisme SpecK[t] — S est appelé K-arc. On note S, I'espace d’arcs sur S
(voir [5]). Les K-points de S, sont en correspondance bijective avec les K-arcs sur S. Par abus de notation, pour o € S
on note o son ky-arc correspondant, ot K, est le corps résiduel du point «. Soit p : Seoc — S la projection canonique
o~ a(0), o1 0 est le point fermé de Speck t]. On note S := p;} (Sing S), ol Sing S est le lieu singulier de S, et CN(S)
I'ensemble des composantes irréductibles de S3,. Nash a démontré que I'application Ns : CN'(S) — Ess(S) qui associe a
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C € CN(S) I'adhérence {&(0)} est bien définie et injective, oli & est le relévement & X du point générique « de C, c.-a-d.
7T o & = . Le probléme de Nash consiste a étudier la surjectivité de Ns.

Soit E € Ess(S). On note Ng I'adhérence dans S., de I'ensemble {& € Sy \ (SingS)so; &(0) € E}. On peut montrer que
N est irréductible et que S{ = |Jg Ng.

Les morphismes w : SpecK [[s, t] — S sont appelés K-wedges sur S. Ils sont en correspondance bijective avec les K{s]-
points de Se. L'image du point fermé (resp. du point générique) de Spec K [s] dans S, est appelé le centre (resp. I'arc
générique) du K-wedge w. On note w* le comorphisme de w. Un K-wedge w est appelé K-wedge admissible centré en Ng
si le centre (resp. 'arc générique) de w est le point générique de Ng (resp. appartient a S ). Dans [8] on montre que E
appartient a I'image de I'application de Nash N5 si et seulement si tout K-wedge admissible centré en Ng se reléve a X
c.-a-d. il existe un K-wedge @ sur X tel que 7 o ® = w.

On consideére I'hypersurface S(p, hy) de Ai donnée par une équation zP 4+ hy(x, y) =0, ol hq est un polyndme homogéne
de degré g sans facteurs multiples, avec p > 2, q > 2 deux entiers premiers entre eux. Par exemple si hq(x, y) =x% + y9,
S(p, hq) est une surface de Pham-Brieskorn. Les surfaces S(p, hq) sont toutes quasi-rationnelles (voir [3]) et rationnelles si
et seulement si g =2 ou (p,q) = (2, 3). On remarque que S(p, hy) est une singularité du type A,_;. Le résultat principal de
cette note est le théoréme suivant.

Théoréme 1.1. Pour tous les entiers p > 2, q > 2 premiers entre eux, I'application N, hy) est bijective.

On remarque que les critéres de [6] et [7] ne s'appliquent pas en général aux familles S(p, hg). En utilisant la méme
méthode que dans la preuve du Théoréme 1.1 on obtient le résultat suivant.

Théoréme 1.2. Si S est une singularité du type Eg ou 7, I'application N’s est bijective.

On obtient aussi une preuve simple de la bijectivité de I'application de Nash pour plusieurs cas connus, par exemple D,
(n>4).

2. Idée de la preuve du résultat principal

Nash a démontré que I'application N3, associée a la surface de type Ay, m > 2, est bijective. On suppose donc que
q >3 car S(p, hy) est une singularité de type A,_1.

Notons O I'origine de Ai. On décrit la désingularisation de I'hypersurface S(p, hy) en utilisant les constellations toriques
de points infiniment voisins de O (voir [2]), les éventails de Newton (voir [4]) et les G-désingularisations (voir [1]). Par des
éclatements toriques de n points infiniment voisins de O d’une chaine C, nous obtenons la proposition suivante. On note
on: X(Cp) —> Ai le morphisme torique induit par C, et S¢ le transformé strict de S(p, hg).

Proposition 2.1. Soient p > q et p =nq + r la division entiére, 1 <1 < q. Sir =1, alors S¢ est la résolution minimale de S(p, hq)
et la fibre exceptionnelle a,;l (0) NS¢ est la réunion de nq courbes rationnelles. Sir > 1, alors S¢ a un unique point singulier s, et de
plus, (Sc, s) estisomorphe a (S(r, hy), O).

A transformation linéaire prés, on suppose que x et y ne divise pas hq(x, ). Notons f=zP 4+ hq(x, y); on considére
I'éventail de Newton I'*(f) associé a f et soit Xg une G-subdivision réguliére de I'*(f), c.-a-d. une subdivision réguliére
de chaque cone t € I'*(f) n'ayant comme arétes que celles qui portent les vecteurs du systéme générateur minimal du
semi-groupe T N Z3. D’aprés [1] cette subdivision existe. On note 7ar : X(I'*(f)) — Af( (resp. mg : X(Xg) — X(I'*(f)) le
morphisme torique induit par la subdivision I"'*(f) de R;O (resp. Xg de I'*(f)) et Sg le transformé strict de S(p, hq) associé
au morphisme 7 :=7wg o /.

Proposition 2.2. Sg est une bonne résolution de S(p, hq) et son graphe dual est une étoile a q branches identiques. Cette résolution
est minimale si et seulement si p # 1 (mod q). Si p > q, 0, : S¢ — S(p, hy) factorise T : Sg — S(p, hy), c.-a-d. il existe un morphisme
7w’ :Sg — Sc telque m =007

Soit Eq le diviseur associé au sommet central du graphe dual de la résolution 7 : Sg — S(p, hy).
Proposition 2.3. Si p =1 (mod q), seul le diviseur Eq n’est pas un diviseur essentiel sur S(p, hy).

Pour p un vecteur extrémal de Xg, on note D, l'orbite fermée associée a p. Notons EXg I'ensemble des vecteurs
extrémaux, et S2 I'*(f) le 2-squelette de I™*(f). La proposition suivante donne des équations locales pour les composantes
irréductibles de la fibre exceptionnelle du morphisme 7 : Sg — S(p, hg).
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Proposition 2.4. Soit p € EXg. Alors, D, NSg # ¥ ssi p € S2 '*(f) NE Xg et ces diviseurs sont exceptionnels ssi de plus p € Z3>o~
L'ensemble de tels p et (0,0, 1) est le systéme générateur minimal du semi-groupe T N Z3, oi1 T est le céne engendré par (0,0, 1) et
(p. p.q)- De plus Eo =D(p,p.q) N Sg.

Dans la suite on montre que pour chaque E € Ess(S(p, hq)) tous les K-wedges admissibles centrés en Ng se relévent a la
résolution minimale de S(p, hy). Avec le théoréme suivant on réduit le nombre de cas a étudier :

Théoréme 2.5. Soient S une surface algébrique normale sur k et w : X — S la résolution minimale de S. Supposons qu'il existe
un morphisme propre et birationnel &’ : S' — S, ot S’ est une surface algébrique normale sur K, tel que 7’ factorise 7. Alors, si
I'application de Nash N5 associée a S est bijective, l'application de Nash Ns associée a S’ I'est aussi.

Si w est un K-wedge sur S’, alors 7’ o w est un K-wedge admissible sur S, d’oli le Théoréme 2.5.

En vertu des résultats 2.1, 2.2 et 2.5, on peut supposer que p > q > 3. Soient E € Ess(S(p, hy)) et ag le point géné-
rique de Ng. On note (i, by, iz) := (Ord; af (%), Ord; @ (y), Ord; af (2)). D'aprés la Proposition 2.4, le vecteur (ix, iy, ttz)
appartient au systéme générateur minimal du semi-groupe 7 N Z3>o-

On considére un K-wedge w : SpecK[s,t] — S(p,hy) admissible centré en Ng. On note (1x, 1y, ;) := (Ord; w*(x),
Ord; *(y), Ord; w*(2)). On peut écrire le comorphisme de w de la fagon suivante :

w*(x) =ty ; w*(y)=te; w*(z) =ty ol x, ¢ et ¢ sont des séries formelles dans K[s, t] qui ne sont pas divisibles
par t. On remarque que jLx = [Ly et 1)x = 1y. Maintenant, on donne la proposition clé pour la preuve du Théoréme 1.1.

Proposition 2.6. Si les séries formelles x, ¢ et i sont inversibles, alors le K-wedge admissible w centré en N se reléve a la résolution
minimale de S(p, hy).

Pour une série no nulle ¢ :=Y" (e, ¢,)S°t2, C(e; ¢,) € K on définit les applications suivantes :

v:RZ > Ryg, vie vyg:=min{v-e|e e E(¢)}, ot E(@) ={(e1.€2) | Ceye) #0};

PPr:R2 g — KI5, t], Vi @y i= 3 g yy g Cley.en) ST

FI: K[s,t] \ {0} = Zx0, ol FI(¢) est le nombre de facteurs irréductibles de ¢ comptés avec multiplicité.

Proposition 2.7. [l existe un vecteur v € Q2>o tel que : FI(x) < Deg; xv = vvx = ux — Nx < p — 1, Fl(p) < Deg; ¢y = vy =
Wy —ny < p—1etFI(y) < Deg Yy = v = U, — N, < q — 1. De plus, x (resp. ¢, yr) est inversible si et seulement si Ly — Nx =0
(resp. oy —ny =0, uz — 1, =0).

Soit hg(x, y) = ?:1 (aix+ b;y) la décomposition en facteurs irréductibles de hy. Le K-wedge w doit satisfaire I'équation
zP = —hg(x, y) donc : tPI= Uy P = —hg(x, @) = — [, ¥i. ol yi :=aix + big.

Dans la suite v est comme dans la Proposition 2.7. Les combinaisons linéaires de x et ¢ données par les y; plus
I'hypothése sur les facteurs irréductibles de hy permettent de montrer le lemme suivant.

Lemme 2.8. Soit A := p.g.c.d(y1, y2). Alors p.g.c.d(y;, vj) = Alij, ott Ijj est inversible pour tous les entiers 1 < i < j < q. De plus, si
A est inversible, alors x, ¢ et y sont inversibles.

La proposition suivante achéve la preuve du Théoréme 1.1 :
Proposition 2.9. Les séries formelles x, ¢, ¥ sont inversibles.

En raisonnant par I'absurde on suppose les séries formelles y, ¢ et y non toutes inversibles. Dans ce cas on a 1y =
ny =1 et pn; —qnx > 0. Comme x et ¢ ne sont pas divisibles par t, t divise y; ssi t ne divise pas y; pour tout j #i.
Quitte a re-numéroter les y;, on peut supposer que tP7z~x divise y;. D’aprés le Lemme 2.8 il existe des séries formelles
y{ telles que : y; = —tPT=~9xy ) et y; = y/A pour 2 <i< g, oll A n'est pas inversible et p.g.c.d(y;, yj’) est inversible pour
1<i<j<q.

Lemme 2.10. Le v-ordre de A est jix — Nx, C.-4-d. Vy A = Uy — Nx.

Montrons d’abord la Proposition 2.9. On rappelle que 1y = nx < ix = by, 1z < 4z €t que (Uy, [y, (1) appartient au
systéme générateur minimal du semi-groupe 7 N Z3 (Proposition 2.4). Alors, on peut montrer que (1x,7),) appartient a
I'enveloppe convexe I" de l'ensemble des éléments non nuls du semi-groupe t’ N Z2%, oit T/ est le cone engendré par
(0,1) et (ux, iz). Soit y' = ?:1 Y, dolt P =yp’29. D'aprés le Lemme 210 on a vy )’ = piiz — qibx — (P1z — q1x). Par
définition v,y’ > 0. Or vy ¥’ >0 ssi (Nx, Nz) = (Ux, Uz), Car (nx, 1;) appartient & I". Ceci rentre en contradiction avec la
Proposition 2.7.
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Idée de la preuve du Lemme 2.10. Comme y; =a;x + bijp pour 1 <i<q, on a vyA < iy — Nx- Si VyA < Wy — 1y, alors
vyy{ > 0, pour tout 2 < i< q. Ceci implique que les )/, pour 2 <i < g, ne sont pas inversibles. Comme p.g.c.d(y;, y]f)
est inversible pour tout 2 <i < j < g, la série y' = ]_[?:l y{ a au moins q — 1 facteurs irréductibles non associés. Comme
YP =y, on a FI(y') =q— 1, car FI(y) < q — 1 (Proposition 2.7) et on obtient que y, est inversible, que ¢ = H?;11 i,
ol les y; sont irréductibles non associées, et que u, — 17, =q — 1. De plus on a (ux, iy, z) = (P, p,q). Ceci implique
que p—q>1carsi p—q=1 le diviseur Eg = Dy pq NSg n'est pas essentiel (Proposition 2.3). On peut supposer que

Yl =y/ A, ot = [1%=] % et p.g.c.d(hi, 1)) est inversible pour tout 1< i< j<q— 1. Comme (iy, [y, Lz) = (P, P, q),
on a tP1= 9, = —hg(Xv, @v) (Proposition 2.7), d'olt vy¥; = x — nx pour tout 1 < i < q. Ceci implique que vvy,/ﬂ =Vy,
pour tout 1 <i<q— 1. Comme \)v)/lf+l =vy; et v,¥; =1 pour tout 1 <i<q—1, vya; >0 pour tout 1 <i<q—1, d'ot les
Ai ne sont pas inversibles. Ainsi on obtient que yj+1 = Iﬂ/fipiq)», pour 1 <i<q—1, ol les I; sont inversibles. Comme q > 3
et yi :=ajx + big, il existe deux constantes a,b € K telles que tP"==9"y = al;y} ! + bl;y} 7. Mais y, est inversible,
pnz —qnx >0et p—q>1, donc 1 et ¥, sont inversibles ou divisibles par ¢, d’ott une contradiction.

Remarque 1. La preuve du Théoréme 1.2 repose sur la construction d'une G-désingularisation de I'éventail de Newton et sur
des propriétés, pour Eg et E7, des séries formelles x, ¢ et i analogues aux séries définies pour S(p, hy).
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