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ABSTRACT

In a previous Note a local decomposition into a product Kronecker-symplectic was given
for real analytic or holomorphic bihamiltonian structures. Here one shows that this result
does not extend to the C* category.
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Considérons sur une variété différentiable réelle (au moins de classe C°*°) ou complexe (holomorphe) M une structure
bihamiltonienne (A, A1). Dans une précédente Note (voir [4]), dont on gardera les concepts et les notations, on a montré
que si (A, A1) est analytique réelle ou holomorphe et p un point régulier alors, au voisinage de ce point, (A, A1) se
décompose en un produit d’'une structure bihamiltonienne de Kronecker et d’'une symplectique pourvu qu’une certaine
condition nécessaire, portant sur le polyndme caractéristique du facteur symplectique, soit satisfaite (théoréme 1). Ici on
donnera un exemple de structure bihamiltonienne réelle qui montre que ce résultat ne s’étend pas a la classe C*. Pour le
faire on s’appuiera sur I'exemple de Lewy (voir [2]) d’'une équation aux dérivées partielles sans solutions nulle part (pour
un exemple classique de G-structures non équivalentes, appuyé aussi sur 'exemple de Lewy, voir [1]).

A rappeler que I'ensemble des points réguliers de (A, A1) est un ouvert dense de M, appelé I'ouvert régulier de (A, A7).
En outre, il n’est pas difficile de voir que si (A, A1) définit une G-structure, ce qui sera notre cas, alors son ouvert régulier
est la variété M toute entiére et que la condition nécessaire relative au polynéme caractéristique du facteur symplectique
est automatiquement satisfaite (en effet, dans ce cas les coefficients de ce polynéme sont des constantes et nulles leurs
différentielles).

1. La structure bihamiltonienne au-dessus d’un tenseur de type (1, 1) et d’un feuilletage

Considérons sur le cotangent T*N d'une n-variété N la 1-forme de Liouville p, définie par p(v) = a(m.(v)) lorsque
v eTy(T*N) et m: T*N — N est la projection canonique, et la 2-forme de Liouville @w = dp. Un tenseur S sur N, de type
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(1, 1), étant donné, soit gs : T*N — T*N le morphisme de fibrés vectoriels défini par ¢s() =« o S lorsque S est regardé
comme un morphisme de TN sur lui-méme. Posons w1 = (ps)*w. Alors la formule w1 (X, Y) = w(5*X, Y) définit un tenseur
S* sur T*N, encore de type (1, 1), appelé le prolongement de S.

Maintenant considérons un feuilletage G sur N de codimension r. Supposons S inversible et que :

(1) oS est fermée le long de G lorsque o est une 1-forme fermée, sur un ouvert de N, telle que Kera D G.
(2) Ns(G,G) =0 ol Ns désigne la torsion de Nijenhuis de S.

Alors SG est aussi un feuilletage. Soit Gy le w-orthogonal de 7 1(SG), qui est égal au w;-orthogonal de 7,~1(G). Il mest
pas difficile de montrer que Gy est un feuilletage, de dimension r, symplectiquement complet par rapport a w et wy (voir
[3] pour la notion de feuilletage symplectiquement complet). En outre, le quotient M de T*N par Gy est globalement défini
et il existe une application projection, bien siir unique, 77’ : M — N telle que 7’ o7 =, olt 7 : T*N — M est la projection
canonique. En fait, 7/ : M — N peut étre regardée comme un fibré vectoriel, quotient de T*N par un sous-fibré vectoriel,
car Go C Ker .

Comme Gy était symplectiquement complet pour @ et wi, les structures de Poisson A, et Ag,, associées a w et wq
respectivement, se projettent en deux structures de Poisson A et A1 sur M.

Proposition 1. Le couple (A, A1) ainsi construit est une structure bihamiltonienne sur M.

On a, donc, une méthode simple pour construire des structures bihamiltoniennes. Pour ces structures, la dimension
du facteur symplectique (algébrique) en un point p quelconque est le double de celle du plus grand sous-espace vecto-
riel V(r’(p)) C G’ (p)) qui soit S(;r’(p))-invariant, et son polyndme caractéristique est le carré de celui de S(;r’(p)) :
V(' (p) — V(' (p)).

Exemples.

(@) Sur N=K", n>1, on considére le feuilletage donné par la 1-forme fermée o = Z’}:] dx; et le tenseur S =
Z'J‘ 1 hj(xj)(3/0xj) ® dx;, o les fonctions hy, ..., h; ne s'annulent jamais. Alors la structure bihamiltonienne associée
(A, Ay), définie sur M = T*(K")/Go, a un facteur symplectique non trivial au point p si et seulement si h(7r (p) =
ol h= ]‘[1<]<k<n(h1 hy). Autrement dit, (A, A1) est Kronecker exactement sur I'ouvert (h o)~ (K — {0}).

(b) Maintenant, sur N =R" — {0}, n > 1, on considére le feuilletage G défini par o = ZJ lx dx], oll ai,...,ar sont des
nombres entiers positifs, et le tenseur S = 21:1 j(3/9xj) ® dx;j. Alors la structure bihamiltonienne associée (A, A1),

définie sur M = T*(R" — {0})/Go, posséde un facteur symplectique non trivial sur le fermé (hoz’)~1(0), olt h = X1 - - - Xy,
et elle est Kronecker sur 'ouvert (ho ')~ (R — {0}).

Soit ¢; le flot du champ de vecteurs & = Z?:] (aj + 1)*1xj8/6xj. Comme Lgax =« et que LgS =0, le feuilletage G et le
tenseur S se projettent, sur la variété quotient N=®"-— {0})/G ot G = {¢y | k € Z}, en un feuilletage G et un tenseur S
respectlvement Bien siir, Q et S satisfont aussi les conditions (1) et (2) et donnent lieu a une structure bihamiltonienne sur

= (T*N)/go, ol go est I'orthogonal de n‘l(Sg) par rapport a la forme symplectique de Liouville de T*M

2. Un résultat de non existence

Sur R¥™+3 = R3 x R* muni des coordonnées (x, y) = (X1, X2, X3, Y1, ..., Yam), considérons le feuilletage A défini par
dx; = dxy =dx3 =0, les 1-formes fermées o1 = dx; — dxy, ap = x» dx, — dx3, et le tenseur

3 2m
G=> aj(d/dx)) ®dx;+ > [(8/dy2)) ® dyaj—1— (3/3y2j-1) ® dya;]
j=1 j=1

m m
+ Z[(3/3Y4j—3) ®dyaj_1 + (3/0yaj—2) ® dyaj] + Z[th—l 0/0y4j—3+h2j0/0y4j_2] ® dxq,
=1 =1

ol aj,az,a3 € R — {0}, avec aj #ai si j#k, et ol les fonctions hy, ..., hon ne dépendent pas de y4j_3,y4j—2, j=1,...,m.
Soient Tg et Tq, respectivement, la partie semi-simple et la partie nilpotente de G| 4. Alors Tg est une structure complexe
le long du feuilletage A, pour laquelle la fonction uq = y3 +1y4 est holomorphe (a rappeler qu'une fonction A a valeurs
complexes est holomorphe si et seulement si (dA o To)| 4 =1dA|4). Dans la suite, on supposera holomorphe le long de A
chaque fonction hag—1 +thy, k=1,...,m. On vérifie sans difficulté que N¢ A1 Aoz =0.
Posons G = G + -Z1®@u1+ 2> ®oz2 ol Zq, Z, sont deux champs de vecteurs, définis sur un ouvert U de R*M+3 | tangents
a A. Alors G4 = G‘A. Le polyndme caractéristique de G est (t —ay)(t —ax)(t —az)(t? + 1)2™ et G‘A s’écrit a coefficients
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constants dans les coordonnées (x, y). Par conséquent, si la torsion de Nijenhuis de G s'annule, on peut trouver, toujours
localement, des coordonnées (X, y) = (X1, X2,X3, y1,..., Yam) dans lesquelles A est défini par dx; = dx; =dx3 =0, a1 =
dx; — dxy, oy =X, dXp; — dx3 et

3 2m
G=> aj(d/0%) ®@dk;+ > [(8/052)) ® dJaj—1 — (3/3F2j-1) ® dJ2;]
j=1 j=1

+
J

m

[(0/0Y4j-3) ® dY4j—1 + (3/0Faj—2) ® d¥aj].
=1

Comme u; est basique pour le feuilletage Ker Ty C A, en coordonnées (¥, y) elle ne dépend pas de y4j-3,¥4j-2, j =
1,...,m. En outre d(duj o G) A a1 Ay = d(duj o G) A 1 A &z = 0; maintenant un calcul en coordonnées (%, y) montre
I'existence locale d’'une fonction g, holomorphe le long de A, telle que (dg o T1).4 =du4 et que d(dgo 5) Aap Aoy =0;
cette derniére propriété entraine que d(dgoG) Aa1 Az = 0 puisque (G —G) A1 Ay = 0. De méme, de (dgoTq) 4 =duqa
on déduit, a I'aide des coordonnées (x, y), que g =y1 +1y, + p, ol p est holomorphe le long de A et ne dépend pas de
Yaj-3, Y4aj—2, j=1,...,m.

Maintenant, si on fait h1 = y381(x) — y482(x), ho = y382(x) + y481(x), cC’est-a-dire si on fait h1 +1hy = (y3+1y4)(g1 (%) +
182(x)), et qu'on suppose encore Nz = 0, alors un calcul montre que

() (JX=1X)-¢+81+182=0

ol ¢ =0p/3y3, X=10/0x1+0/0xy +x20/0x3 et JX =a13/3x1 +0a»d/0x, +azx,d/9x3. En particulier [JX, —X] = (a3 —ay)d/
0X3.

Les champs de vecteurs JX, —X,[JX, —X] sont des combinaisons fonctionnelles de 9/9x1, 9/9x2, 9/dx3 dont les coeffi-
cients non constants ne dépendent que de x;, ce qui permet, de facon naturelle, de les voir comme des champs des vecteurs
dans R3. Regardés dans R3 les champs de vecteurs affines X, —X, [JX, —X], qui sont linéairement indépendants partout,
définissent une algébre de Lie de dimension trois dont le centre est engendré par [JX, —X]. D’autre part, sur R3 muni
des coordonnées y = (y1, y2, y3), les champs de vecteurs affines Y; = —9/9y1 — 2y29/0y3, Yo = —3/3y2 + 2y19/0y3 et
[Y1,Y2] = —40/0dy3, qui sont linéairement indépendants partout, définissent une deuxiéme algébre de Lie de dimension
trois dont le centre est engendré par [Y1, Y2]. Comme R3 est simplement connexe et que tout champ de vecteurs affine est
complet, il existe un difffomorphisme de R? avec lui-méme qui transforme JX, —X,[JX, —X] en Yi, Y2, [Y1, Y2]. D'aprés
Lewy (voir I'équation (5) de la page 156 de [2]), il existe une fonction F :R3 — C, de classe C, telle que I'équation
(Y1 4+1Y2) - F=F n’a jamais de solution, méme localement. Donc I'image réciproque de —F par ce difféfomorphisme nous
donne une fonction f(x) = g1(x) +1g2(x) pour laquelle I'’équation (x) n'a pas de solution. Autrement dit :

Théoréme 1. On peut choisir les fonctions g1 (x) et g2(x), x € R3, de maniére que, si on fait h1 = y381(X) — y4g2(x), hy = y382(x) +
y481(X), alors aucun tenseur G n’est a torsion de Nijenhuis nulle, méme localement.

3. Le contre-exemple

On profitera de la proposition 1 et du théoréme 1 pour construire I'exemple voulu. Considérons sur R’ le tenseur
3 2
S=> aj(@/dx;) ®dxj+ Y _[(0/0y2)) @ dyzj_1 — (3/dy2j-1) ®dyaj] + (3/0y1) ® dys + (3/3y2) ® dya
j=1 j=1
+ [(¥381 — y482)(0/0y1) + (¥382 + y481)(0/3y2) | ® dx

et le feuilletage G = Ker(aq A a2). Alors Ns Aoy Ay =0 et o A Ad(a o S) =0 lorsque o est une 1-forme fermée telle
que Kera D G, car dans ce cas o = Z?:] fr(%) dx;. On peut, donc, appliquer la construction de la section 1 pour obtenir
une structure bihamiltonienne (A, A1) au-dessus de S et G.
Soient (x,y,X,y) = (X1,X2,X3, Y1, ..., Y4, X1,X2,X3, Y1, ..., ya) les coordonnées sur T*R’ associées aux coordonnées

(x, y) de R7. Dans ces coordonnées v = Z?:l dxj Adxj + Z?:] dyjandyj, o1 =w(S*, ) et

3 2

§* =) a;[(0/0x)) ® dxj + (3/0%)) @ dx;] + Y _[(3/dy2)) ® dy2j—1 — (3/3y2j-1) ® dy2j + (3/072j-1) ® dFa;
j=1 j=1
—(8/092)) @ dy2j_1]+ (0/0y1) ® dy3 + (3/0y2) @ dys + (3/073) ® dy1 + (3/374) ® dy2

+[(y381 — y482)(8/0y1) + (y382 + ¥481)(0/0y2) — (V181 + ¥282)(3/3F3)
3

+ (7182 — Y281 (0/070) | @ dxy + > (8/0%)) ® B;
j=1

ol B1, B2, B3 sont des combinaisons fonctionnelles de dxi, dxa, dx3, dys, dy4, dy1, dy».



454 E-J. Turiel / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1349 (2011) 451-454

La sous-variété X; = X3 = 0 de T*R’ est transverse au feuilletage Gy et coupe chacune de ses feuilles exac-
tement une fois. Donc M = T*R’7/Gy s'identifie, de maniére naturelle, 4 cette sous-variété munie des coordonnées
(X1,X2,X3, Y1, ..., Y4, X1, Y1, ..., ya). Il n’est pas difficile de voir que (A, A1) définit une G-structure. En outre, son rang
est égal a dix, son axe (principal) A; est défini par dx; = dx, = dx3 =0, son axe secondaire A; est le feuilletage engen-
dré par 9/9x;, la dimension du facteur symplectique vaut huit, et celle du facteur de Kronecker, quatre (voir [4] pour les
définitions).

Ainsi, le quotient global P de M par I'axe secondaire 4 s'identifie, de facon naturelle, 3 la sous-variété de T*R’ définie
par les équations X; = X, = X3 = 0, munie des coordonnées (x, y, ¥); en fait cette derniére sous-variété est isomorphe a
R, A son tour les feuilletages quotients A = .4;/A4; et F =Im A;/A; sont donnés par les équations dx; = dx, =dx3 =0
et o7 = ay = 0 respectivement (ces derniéres lorsque o1 et ay sont considérées comme 1-formes sur P de la maniére
évidente), tandis que S* se projette, sur P, en le tenseur

3 2
G= Zaj(3/3xj) ®dx;j+ Z[(3/3Y2j) ®dyzj—1 —(8/3y2j—1) ®dy2j + (8/3y2j—1) @ dy7j
j=1 j=1

—(3/092)) ® dJ2j-1] + (8/0y1) ® dy3 + (3/3y2) ® dya + (3/9F3) ® dj1 + (3/074) @ dF2
+ [(v381 — y482)(0/9y1) + (V382 + Y481 (0/3y2) — (J181 + ¥282)(3/0¥3)
+ (J182 — 7281)(3/074)] ® dx1.

D’autre part, la projection sur le quotient de M par A1, qui est égal au quotient de P par .4, de la famille de feuilletages
Im(A +tAq), t € R, donne lieu a un tissu de Veronese w. Or le quotient M/A; = P/.A peut étre identifié a la sous-variété
Q de T*R7 définie par les équations X =0, y =0, ¥ =0, munie des coordonnées x = (x1, X, X3) ; 4 son tour w est engendré,
avec cette identification, par o1, oy, regardées dans Q, et le tenseur J = Z?=1 a;j(3/0xj) @ dx;.

Comme on I'a remarqué dans [4], les structures de Poisson A et A; donnent lieu a deux isomorphismes de fibrés
vectoriels p : T*"M/ A1 - ImA/ Ay et p; : T*M/ A1 — Im A/ A3, ot A’y est I'annulateur de A;, définis par p([a]) =
[A(x, )] et pr([ae]) = [Aq (e, )] respectivement. Par suite £ = p o ,0]’1 est un monomorphisme de Im A/ A; a TM/ A,
qui, a son tour, se projette en un morphisme ¢ : 7 — TP. Il n’est pas difficile de montrer que, dans notre cas, G est un
prolongement de £ ; en outre, la projection de G sur Q est J.

Supposons que, au voisinage d’un certain point q € M, la structure bihamiltonienne (A, A1) se décompose en un produit
Kronecker-symplectique (forcément de dimension quatre pour le premier facteur, et huit pour le second). Alors, en consi-
dérant le quotient local par I'axe secondaire en chaque facteur, on déduit qu'autour du point p € P, projection du point
g € M, il existe un tenseur G, qui prolonge £ et se projette sur J, a torsion de Nijenhuis nulle. En d’autres termes, puisque
Gr =Gr =¢, il existe deux champs de vecteurs Z1, Z, définis au voisinage de p et tangents a A, tels que Nz =0 ol
C=G+7Z1Q01+2Zr®as.

Finalement, si on fait ys = y3, y¢ = —y4, ¥7 = Y1, Y8 = —y2, et quon écrit G dans les coordonnées (x1, X2, X3,
¥Y1,...,¥s), on se retrouve dans la situation du théoréme 1 lorsque m =2, hy +1hy = (y3 +1y4)(g1 +182) et hs +1hy =
—(y7+1y8)(g1 +182). Ceci permet de choisir g; et g» de maniére a ce que la torsion de Nijenhuis de G ne s’annule jamais.

En d’autres termes, si on choisit g1, g2 convenables, la structure bihamiltonienne (A, A1), qui définit une G-structure,
et pour laquelle la condition du théoréme 1 de [4] sur le polyndme caractéristique de la partie symplectique est automa-
tiquement satisfaite, ne se décompose pas localement en produit d’une structure bihamiltonienne de Kronecker et d'une
symplectique.

Mémoire a I'appui.
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