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ARMA multivarié avec innovations linéaires non corrélées mais non nécessairement
indépendantes (i.e. VARMA faible). Dans un premier temps, nous proposons une expression
Présenté par Paul Deheuvels des dérivées des résidus en fonction des résidus passés et des parameétres du modéle
VARMA. Ceci nous permettra ensuite de donner une expression explicite de la variance
asymptotique de I'estimateur du QMV, en fonction des paramétres des polyndomes VAR
et MA, et des moments d'ordre deux et quatre du bruit. Enfin nous en déduisons un
estimateur convergent de la matrice de variance asymptotique.
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ABSTRACT

In this Note, we consider the problems of estimating the asymptotic variance of the
quasi-maximum likelihood estimator (QMLE) of vector autoregressive moving-average
(VARMA) models under the assumption that the errors are uncorrelated but not necessarily
independent (i.e. weak VARMA). We first give expressions for the derivatives of the VARMA
residuals in terms of the parameters of the models. Secondly we give an explicit expression
of the asymptotic variance of the QMLE, in terms of the VAR and MA polynomials, and of
the second- and fourth-order structure of the noise. We deduce a consistent estimator of
the asymptotic variance of the QMLE.

© 2011 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans cette Note, nous étudions I'estimation de la matrice de variance asymptotique de I'estimateur du QMV des para-
métres d'un modéle VARMA faible de la forme :

Po 90
Ago X — Z AgiX¢—i = Boo€r — Z Boi€r—j, VtelZ, (1)
=1 =1
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olt X¢ = (Xi¢, ..., Xgr)' est un processus vectoriel stationnaire au second ordre de dimension d, a valeurs réelles. Le terme
d’erreur € = (€y¢,...,€q)" est un bruit blanc faible, c'est-a-dire une suite de variables aléatoires centrées (E¢; = 0), non
corrélées, avec une matrice de covariance non singuliére Xy. Nous reldchons I'hypothése d’indépendance habituelle sur le
bruit, contrairement a ce qui est fait habituellement pour I'inférence de ces modéles, ceci permet aux modéles VARMA
faibles de couvrir une large classe de processus non linéaires.

Nous proposons une méthode d’estimation de la matrice de variance asymptotique qui consiste a trouver des estima-
teurs des matrices, impliquées dans la variance asymptotique de I'estimateur du QMV, dans lesquels, les estimateurs des
coefficients du modéle VARMA sont isolés de ceux dépendants de la distribution de I'innovation.

2. Hypothéses et notations

Pour I'estimation des paramétres du modéle (1), nous utiliserons la méthode du QMV, qui est la méthode du maximum
de vraisemblance gaussien lorsque I'hypothése de bruit blanc gaussien est relachée. Les paramétres sont les coefficients des
matrices carrées d’ordre d suivantes : A;, i € {0,..., po}, Bj, j€{0,...,qo0}. Dans cette Note, nous considérons la matrice
X comme un parameétre de nuisance. Nous supposons que ces matrices sont paramétrées suivant le vecteur des vraies
valeurs des parameétres noté 6p. Nous notons Ag; = A;i(fp), i € {0, ..., po}, Bj =B;(60), j€{0,...,q0}, et o= X (6p), ol
g appartient i I'espace compact des paramétres @ C RXo, et kg est le nombre de paramétres inconnus qui est inférieur
A (po + qo + 2)d? (i.e. le nombre de paramétres sans aucune contrainte). Pour tout 6§ € @, nous supposons aussi que les
applications 0 +— A;(6), i =0,...,po, 0 — Bj(®), j=0,...,q0, et 6 — X (0) admettent des dérivées continues d’ordre
3. Nous ferons les hypotheses essentielles d’ergodicité et de mélange suivantes : A1 : Le processus (€;) est stationnaire

et ergodique; A2 : Il existe un réel v > 0 tel que E|&||*t2” < oo et les coefficients de mélange fort du processus (),
e (k) == SUP Aco (e, <t), Bea (eu, 2t4+K) |[P(ANB) — P(A)P(B)|. vérifient Zl?io{% (k)} 7 < oo.
Soit les polynémes Ay(z) = Ag — lezol AiZ' et By(2) = By — Z?i] Biz'. Nous ferons également les hypothéses A3 :

det A(z)detB(z) =0 = |z| > 1; A4: Pour tout 6 € © tel que 6 # 6, soit les fonctions de transfert AE]B()BQ_l(Z)Ag(Z) #*

’ ’ o o
Agol BOOB@_Ul (2)Agy(2) pour un ze€ C ou alors A5130236A51 #* Aaol BOOEOBBOA&} ; A5 : Nous avons 6y € @, olt @ est I'in-
térieur du sous espace compact @ de I'espace des paramétres.
Pour des raisons pratiques, nous écrivons le modéle (1) sous la forme réduite

Po qo
-1 -1 -1 -1
X — Z AOO ApiXi—i=er — ZAOO BQjBOO Aooet_j, er = AOO Boo€;.
i=1 j=1
En disposant d’observations Xi, ..., X, de longueur n, pour 0 <t < n et pour tout & € ®, nous définissons récursivement

les variables aléatoires é;(0) par

bo qo0
5 -1 -1 —14 5
&(0) =Xe — ) Ag'AiXeei+ ) Ay BBy Aok (6),
i=1 j=1
ol les valeurs initiales inconnues sont remplacées par zéro : €g(f) =--- = €1_qy(6) = Xo = --- = X1_p, = 0. Dans [2],
noté BMF dans la suite, il est montré que ces valeurs initiales sont asymptotiquement négligeables et, en particulier, que
e:(6p) — er — 0 presque siirement quand t — co. La quasi-vraisemblance gaussienne s’écrit

n

L@=]] 1 exp{—lé’(e)z_lét(e)}
o1 @mydrdetz, P ’

ol X=X (0)= Aal BOZJB{)AEV, Un estimateur du QMV de 6, est défini comme toute solution mesurable 4, de
N ~ ~ ~ -2 ~
0p = argmaxL,(0) = argmin{,(0), £,(0) = —logL,(0).
fe® 0e® n

Sous les hypothéses A1-A5, la convergence forte et la normalité asymptotique de I'estimateur O du QMV des parameétres
du modéle (1) ont été établies dans BMF. Pour la normalité asymptotique, ces auteurs ont obtenu

Vil —60) 5 N(0.2:= 7' 1J7T). ot ]=J®0) etl=1I(0).
0) = li a259) 1) = lim V. 9 7@
avec  J( )_nLngoW n(0) ps., ( —nl)n;o ar@ n(0).
Soit L l'opérateur retard. Posons Ag(L) = I; — 1P=01 A;L! le polynédme VAR et By(L) =I5 — Z?L B;L! le polyndme
MA, ou A; = AE]A,' et B = AE1B,-Bgle. Pour i,j=1,...,d, définissons les (d x d) opérateurs matriciels M;j(L) :=
B, '(L)EijA, ' (L)By(L) et Nyj(L) := B, (L)E;j, ot Ej; est une matrice d x d prenant la valeur 1 a la position (i, j) et 0

ailleurs. Notons A;‘j n €t ijj y les matrices d x d définies par
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o0 oo
Mij(z) = ZAZ-’hzh, Nij(2) = ZBZ’hzh, |z| <1pourh>0.
h=0 h=0

Par convention A;‘j,h = B;‘j’h =0 quand h < 0. Soit Ay = [A’{Lh :A;Lh Tee :Ajd’h] et By = [BTLh :B§1,11 HERR B("j‘d’h] les matrices
de tailles d x d3. Posons la matrice de taille d x d3(pg + qo)
A(0)=[~Ay g —A;_, Bp By ] (2)

constituée uniquement des parameétres des polyndmes VAR et MA. Cette matrice est bien définie car les coefficients Agl et
B(;l décroissent exponentiellement vers zéro.

3. Dérivées des résidus du modéle VARMA

Dans le cas de modéles ARMA univariés, [4] avait défini des dérivées résiduelles par

oer i=1 po et oer u j=1 q

7 = Ut—i, =1,...,Do - = Ut—j, =1,...,qo,

o op;
oll ¢; et B; sont respectivement les paramétres AR et MA. Définissons les polyndmes ¢o(L) =1 — ,P:(’1 $il! et py(L) =
1— ?i] @;L'. Notons ¢r et ¢f les coefficients définis par

[e¢] o0
¢ D= i, @' @=) ¢id", lz2<1
h=0 h=0

pour h > 0. Posons 6 = (61, ...,0py, Opgt1s---» 9p0+q0)’, pour pg et qo différents de 0. Alors, on peut facilement représenter
les dérivées résiduelles univariées par
dec(6)

2g = W@ Vg 0) U1 0), - o (6)), ol

o o
ui0) =—¢;  (Dec®) ==Y e n(®),  u0) =g, (Lec®) =) piecn(®)
h=0 h=0
avec I'innovation e¢(6) = @, 1(L)¢9 (L)X:. Nous énongons la proposition suivante qui donne une extension au cas multivarié
des expressions de ces dérivées résiduelles.

Proposition 1. Sous certaines hypothéses A1-A5, nous avons

dec(0)
00’

=[Vec1(0) - Vipg(0) : Ur—1(0) -+ : Up—go ()], ol

V@) ==Y Ai(lp ®en(®) et U0)=Y Bj(lp ®ecp(®)).
h=0 h=0

De plus, pour 6 = 6 nous avons : de; /30" = Zh>1 A g2(pg+qq) ® €c—n), olt les matrices Ay sont définies par (2).
4. Expressions explicites des matrices J et I

Nous donnons des expressions explicites des matrices I et J impliquées dans la variance asymptotique §2 de I'estimateur
du QMV. Dans ces expressions, nous isolons tout ce qui est fonction du paramétre 6y du modéle VARMA, de ce qui est
fonction de la distribution du bruit blanc faible e;. Nous définissons vec(-) I'opérateur qui consiste a empiler en un vecteur
les colonnes d'une matrice en partant de la premiére colonne jusqu'a la derniére. Le produit de Kronecker de deux matrices
A et B est noté par A ® B (noté dans la suite A®2 quand A = B). Nous notons par

._ 1\ ®2

M= E{(Idz(Po-HIo) ® et) }
la matrice impliquant les moments d’ordre deux de l'innovation (e;). Maintenant nous donnons l'expression de | =
J (0o, Xep), 0l Xeg = Xe(6p) = Aao] BOOEOB{)OA(;O] , dans laquelle les termes dépendants de 6y (via les matrices Ay) sont

distingués de ceux dépendants des moments d’ordre deux du processus (e;) (via la matrice M) et des termes dépendants
de la variance de I'innovation (via la matrice Xgg).

Proposition 2. Sous les hypothéses de la proposition 1, nous avons vec | =2 Z,@] /\/t{)»;1 ® A;l} vec 2;01, otl les matrices Ap, sont
définies par (2).
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Comme pour la matrice J, nous décomposons I en termes impliquant le paramétre 6y du modéle VARMA et ceux
impliquant la distribution des innovations e;. Rappelons que

n—oo

400
= lim Var— Z’Y} Z Cov(7%, Ti—n), 3)
t 1 =—00

h

ou 1; = E,%{logdet e + e{(@)z,‘g]et(e)}ezgo. L'existence de la somme des covariances dans (3) est une conséquence de
I'hypothése A2 et de I'inégalité de covariance de [3]. Soit les matrices

o— / / / /
Mijn=E({et_y ® (I py1g0) @ et—j—h)} ® {er ® (I g +q0) @ €1—i) })-
Les termes dépendants des parameétres du modéle VARMA sont les matrices Ay définies par (2). Les matrices I'(i, j) :=
th"iw M;;j n mettent en jeux les moments d’ordre quatre du bruit blanc faible e;. Les termes dépendants de la variance
de I'innovation sont dans la matrice X¢o. Notons I, la matrice identité d’ordre r. Nous énongons maintenant la proposition
suivante pour la matrice I = I(8y, Xeo) qui est similaire a la proposition 2.

Proposition 3. Sous les hypothéses de la proposition 2, nous avons
+o00
PR — — I
vecl=4 Z ra, pH({la® 2} ® {1d ® rj}) vec(vec o vee z).
i, j=1

5. Estimation de la matrice de variance asymptotique

Etant donné que nous disposons des expressions explicites de | et ], nous nous intéressons a I'estimation de ces ma-
trices. Soit &; = et(en) les résidus de I'estimateur du QMV quand Do +q0 #0. En vue de la proposition 2, nous définissons

un estimateur J, de J par vec Jp, = Zh>1 Mn{k ®)J}vec EeO , oll M, = Zr 1@ p1q) ® e /y®2} Nous énongons le
théoréme suivant qui montre la consistance forte de ]n.

Théoréme 5.1 (Convergence forte de jn). Sous les hypothéses de la proposition 3, nous avons fn — ] p.s. quand n — oo.

Dans le cas de modéles VARMA forts standard, i.e. quand I'hypothése d’ergocité A1 est remplacée par celle que les
termes d’erreur (¢;) sont iid, nous avons I = 2], ainsi £2 :=2J~! est un estimateur fortement convergent de £ =2J~1.
Dans le cadre général de modéles VARMA faibles, cet estimateur n’est pas convergent dés que I # 2J. Dans ce cas, nous

avons besoin d’'un estimateur de I. Cette matrice I est délicate a estimer car son expression explicite fait intervenir une
s , . . . _ —|h
infinité de moments d’ordre 4 (via I'(i, j)). Soit Mpijp:=n 12?21‘ '({egfh ® U2 (pyrqe) ® €r_j_p)} ® (et ® Ugz(pyigy) ®
egfi)}). Pour estimer I'(i, j), nous allons pondérer convenablement certains de ces moments empiriques (voir [1], voir
aussi [5]). Cette pondération se fait au moyen d’une fonction de poids (ou fenétre) et d'un parameétre de troncature. Nous
considérons une suite de réels (b,)nen+ telle que b, — 0 et nb,ﬁva)/V — oo quand n — oo, et une fonction de poids f :
R — R bornée, a support compact [—a, a] et continue a I'origine avec f(0) = 1. Nous avons aussi by Z\h|<n |f(hby)| = 0(1).
_ h N N A 3z . 2 PR
Soit ./\/ln,] pi=n"1 Z'; ! |( ei_p ® Ug2(pytqo) ®e;_j_h)} ® {€; ® Ug2(py+qe) ® €;_)})- Nous considérons la matrice I'y(i, j) :=
,T:T”_Tn f(hbn)./\/lm‘j,h et T, = [a/by], ol [x] désigne la partie entiére de x. En vue de la proposition 3, nous définissons un
estimateur [, de I par vec In= 4Z,+j'i1 I, ICEE ®)A»§} ®{lq ®5Jj}) vec(vec ﬁ;)l {vec EAE_O1 V). Maintenant nous énongons le

théoréme suivant qui montre la consistance faible de I'estimateur empirique I;.

Théoréme 5.2. Sous les hypothéses du théoréme 5.1, nous avons

In — I en probabilité, quand n — occ.

Les théorémes 5.1 et 5.2 montrent alors que £2, := f,; 1fnj,j T est un estimateur faiblement convergent de la matrice de
covariance asymptotique 2 = J~11j~1
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