
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 349 (2011) 709–712
Contents lists available at ScienceDirect

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I

www.sciencedirect.com

Théorie des nombres/Géométrie algébrique

Minorations du nombre de classes des corps de fonctions algébriques
définis sur un corps fini

Lower bound for the class number of an algebraic function field over a finite field

Stéphane Ballet, Robert Rolland

Institut de mathématiques de Luminy, case 930, 13288 Marseille cedex 9, France

i n f o a r t i c l e r é s u m é

Historique de l’article :
Reçu le 21 juin 2010
Accepté après révision le 15 juin 2011
Disponible sur Internet le 13 juillet 2011

Présenté par Jean-Pierre Serre

On donne des minorations du nombre de diviseurs effectifs de degré � g − 1 d’un corps
de fonctions algébriques en une variable de genre g � 2 défini sur un corps fini Fq . On
en déduit alors des minorations du nombre de classes, dépendant essentiellement du
nombre de places d’un certain degré r, qui améliorent les meilleures bornes inférieures
connues dans de nombreux cas. De plus, nous montrons que toutes les familles de corps
de fonctions algébriques en une variable ayant asymptotiquement (relativement au genre)
un grand nombre de places d’un certain degré r � 1, possèdent un nombre de classe
asymptotiquement grand dont nous donnons une estimation.

© 2011 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

a b s t r a c t

We give lower bounds for the number of effective divisors of degree � g − 1 of an
algebraic function field of one variable of genus g � 2 defined over a finite field. We
deduce lower bounds for the class number, depending mainly on the number of places
of a certain degree, which improve the best known lower bounds in many cases. Moreover,
we prove that any family of algebraic function fields having asymptotically (with respect
to the genus) a large number of places of a certain degree r � 1, have a large asymptotical
class number for which we give an estimate.

© 2011 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soient An le nombre de diviseurs effectifs de degré n d’un corps de fonctions algébriques F/Fq défini sur Fq de genre
g � 2 et h = h(F/Fq) le nombre de classes de F/Fq . Soit Bn(F/Fq) le nombre de places de degré n de F/Fq que l’on notera
Bn s’il n’y a aucune ambiguïté.

Posons

S(F/Fq) =
g−1∑
n=0

An +
g−2∑
n=0

qg−1−n An et R(F/Fq) =
g∑

i=1

1

| 1 − πi |2 ,
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où (πi,πi)1�i�g est la suite des couples des racines inverses du numérateur de la fonction zêta Z(F/Fq, T ) de F/Fq . D’après
un résultat de G. Lachaud et M. Martin-Deschamps [4], on a : S(F/Fq) = hR(F/Fq).

En conséquence, pour trouver de bonnes minorations de h, il est suffisant de déterminer une bonne minoration de
S(F/Fq) ainsi qu’une bonne majoration de R(F/Fq). D’après [4] on a l’inégalité :

R(F/Fq) � 1

(q − 1)2

(
(g + 1)(q + 1) − B1(F/Fq)

)
,

qui ne peut être améliorée dans le cas général.
Dans cette Note, nous nous proposons d’étudier des minorations de S(F/Fq). Pour ce faire, nous déterminons des mi-

norations du nombre de diviseurs effectifs de degré n � g − 1 obtenues à partir du nombre de diviseurs effectifs de degré
n � g − 1 contenant dans leur support un maximum de places d’un degré r � 1 fixé. Nous en déduisons des minorations du
nombre de classes.

2. Minorations du nombre de diviseurs effectifs

Grâce à des minorations du nombre de diviseurs effectifs de degré � g − 1, on obtient des minorations de S(F/Fq). Soit
Br(F/Fq) le nombre de places de degré r. On sait que si Bi � 1 et bi � 0 le nombre de solutions de l’équation

n1 + n2 + · · · + nBi = bi

en nombres entiers � 0 est :(
Bi + bi − 1

bi

)
.

On en déduit des minorations du nombre de diviseurs effectifs de degré n � g − 1 à partir du nombre de diviseurs
effectifs contenant dans leur support un maximum de places d’un certain degré r � 1 qu’on complète par des places de
degré 1 jusqu’à obtenir le degré n voulu.

Proposition 2.1. Soient r et n deux entiers strictement positifs. Supposons que B1 et Br ne soient pas nuls. Alors :

An �
(

Br + mr(n) − 1
Br − 1

)(
B1 + sr(n) − 1

B1 − 1

)
(1)

où mr(n) et sr(n) sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de n par r.

En minorant de cette façon chaque terme An , puis en regroupant les r indices n ayant le même mr(n) on obtient :

g−1∑
n=0

An �
mr(g−1)∑

m=0

(
r−1∑
i=0

(
B1 + i − 1

B1 − 1

))(
Br + m − 1

Br − 1

)
,

ce qui donne le lemme suivant :

Lemme 2.2. Supposons que B1 > 0 et Br > 0, alors on a la minoration suivante de la somme Σ1 = ∑g−1
n=0 An :

Σ1 � K1(r − 1, B1)

(
Br + mr(g − 1) − 1

Br

)
+ K1

(
sr(g − 1), B1

)(
Br + mr(g − 1) − 1

Br − 1

)
(2)

où

K1(i, B) =
(

B + i
B

)
.

Étudions maintenant la deuxième somme : Σ2 = qg−1 ∑g−2
n=0

An
qn . On a alors :

Σ2 � qg−1

(
r−1∑
i=0

1

qi

(
B1 + i − 1

B1 − 1

))mr(g−2)−1∑
m=0

1

qmr

(
Br + m − 1

Br − 1

)

+ qsr(g−2)+1
(

Br + mr(g − 2) − 1
Br − 1

) sr(g−2)∑ 1

qi

(
B1 + i − 1

B1 − 1

)
. (3)
i=0
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Notons fr le nombre suivant :

fr =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 si g−1
2 < r � g − 1;

1 si r � g−1
2 and Br < qr;

min
(� Br−qr

qr−1 � + 1,mr(g − 2) − 1
)

if r � g−1
2 and Br � qr .

Nous obtenons alors :

Lemme 2.3. Soit q et r deux entiers > 0 et soit g � 2 un entier. Soit Q r la somme définie par :

Q r =
mr(g−2)−1∑

m=0

1

(qr)m

(
Br + m − 1

Br − 1

)
,

où mr(n) est le quotient de la division Euclidienne de n par r. Alors

Q r � qrmr(g−2) − 1

qr(mr(g−2)−1)(qr − 1)
+ (Br − 1)

qr
fr

et

Σ2 � K2(q, r − 1, B1)q
g−1

(
qrmr(g−2) − 1

qr(mr(g−2)−1)(qr − 1)
+ (Br − 1)

qr
fr

)
+ qK2

(
q, sr(g − 2), B1

)(
Br + mr(g − 2) − 1

Br − 1

)
,

où

K2(q, j, B) =
j∑

i=0

1

qi

(
B + i − 1

B − 1

)

et sr(n) est le reste de n par r.

Remarque 1. Notons que dans les deux lemmes précédents, les quantités K1(i, B) et K2(q, j, B) sont plus grandes que 1.

3. Minorations du nombre de classes

Dans cette section, on obtient des minorations du nombre de classes h = h(F/Fq) d’un corps de fonctions F/Fq en
utilisant les minorations obtenues dans le paragraphe précédent. Soit Br = Br(F/Fq) le nombre de place de degré r.

Théorème 3.1. Soit F/Fq un corps de fonctions algébriques défini sur Fq de genre g � 2 et h le nombre de classes de F/Fq. Supposons
que B1 > 0 et Br > 0. Alors, on a l’inégalité suivante :

h � (q − 1)2

(g + 1)(q + 1) − B1
qg−1

(
qrmr(g−2) − 1

qr(mr(g−2)−1)(qr − 1)
+ (Br − 1)

qr
fr

)
. (4)

Remarque 2. Si on note

L1 = qg−1 (q − 1)2

(q + 1)(g + 1) − B1

qui correspond quand B1 = 0 au premier minorant de h donné dans [4, Théorème 2] et L′
r la borne (4), alors :

L′
r >

(
qrmr(g−2) − 1

qr(mr(g−2)−1)(qr − 1)
+ (Br − 1)

qr
fr

)
L1.

Remarque 3. Des bornes sur h ont aussi été obtenues par Perret dans [5]. Ces bornes qui ne font intervenir que les points
rationnels sont moins bonnes que L′

r dès lors que le nombre de points rationnels est petit alors qu’il existe beaucoup de
points d’un degré supérieur.
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4. Étude asymptotique quand g tend vers l’infini

Soit F /Fq = (Fk/Fq)k une suite de corps de fonctions en une variable définis sur un corps fini Fq . Soit G/Fqr = (Gk/Fqr )k
la suite d’extensions du corps des constantes de degré r de F /Fq , à savoir pour tout k on a Gk/Fqr = Fk ⊗Fq Fqr . Notons
gk le genre de Fk et Gk , h(Fk/Fq) le nombre de classe de Fk/Fq et Bi(Fk/Fq) le nombre de places de degré i de Fk/Fq .
Supposons que pour tout k on a B1(Fk/Fq) � 1. Nous donnons des bornes asymptotiques du nombre de classes h(Fk/Fq)

lorsque k tend vers l’infini et lorsqu’il existe un entier r tel que l’une des limites suivantes

μr(F /Fq) = lim inf
k→+∞

Br(Fk/Fqk )

g(Fk)
ou μ1(G/Fqr ) = lim inf

k→∞
∑
i|r

iBi(Fk/Fq)

gk

existe et est strictement positive (par exemple lorsque la borne de Drinfeld–Vladut généralisée est atteinte [1]).

Théorème 4.1. Soit α > 0 un nombre réel. S’il existe un entier r � 1 tel que

μr(F /Fq) > α ou
1

r
μ1(G/Fqr ) > α.

Alors

h(Fk/Fq) � C

((
qr

qr − 1

)α

q

)gk

,

où C > 0 est une constante indépendante de k.

Remarque 4. A partir des tours de Garcia–Stichtenoth [2,3], on peut construire de nombreux exemples de tours de corps
de fonctions algébriques vérifiant la condition (1) ainsi que des exemples vérifiant la condition (2) de ce théorème (cf. par
exemple [1]).
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