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Géométrie différentielle
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On généralise la formule de Yartey sur le nombre de points de rebroussements du
discriminant d’un d-tissu sur le plan projectif aux tissus sur les surfaces complexes.
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a b s t r a c t

We generalize for d-webs on complex surfaces a formula due to Yartey which computes
the number of cusps of the discriminant of a d-web on the complex projective plane.
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1. Introduction

On se référera à [2] pour les définitions et propriétés élémentaires des tissus données dans cette section. Voir aussi [4]
et [3].

Un d-tissu sur un ouvert U de C2 est la donnée d’une équation différentielle implicite F (x, y, y′) = 0 où le polynôme
F (x, y, y′) = ∑d

i=0 ai(x, y)y′d−i est tel que les coefficients ai sont analytiques et n’ont pas de facteur commun, et le discri-
minant est un ensemble analytique de dimension complexe � 1. On homogénéise l’équation différentielle F (x, y, y′) = 0 en
la remplaçant par l’équation � = 0, où � = ∑d

i=0 ai(x, y)(dx)i(dy)d−i est une section de la puissance symétrique d-ième
Sd(T �U ).

Un tissu W sur une surface holomorphe M est défini par une famille (Ui,�i) où (Ui) est un recouvrement ouvert de M ,
�i ∈ Sd(T �Ui) vérifiant les propriétés suivantes : i) sur Ui ∩ U j , �i = uij� j et la fonction uij ne s’annule en aucun point ;
ii) si V est un ouvert de Ui où sont définies des coordonnées holomorphes (x, y), en écrivant �i dans ces coordonnées on
obtient un tissu sur l’ouvert de C

2 correspondant.
Le cocycle (uij) définit un fibré vectoriel holomorphe E sur M et les �i se recollent pour définir un polynôme homogène

� : Sd(T M) → E à coefficients dans E . On dit que E est le type du tissu W .
Soit M̃ la variété des éléments de contact de M : c’est le projectivisé du fibré tangent holomorphe T M de M . Notons π

la projection de M̃ sur M . La donnée d’un d-tissu W de type E sur M est équivalente à celle d’une section sW verticalement
invariante du fibré π−1(E) ⊗ L̆d , où L est le fibré tautologique en droites sur M̃ et L̆ son dual.

Considérons la surface S = s−1
W (0) de M̃ . On note πS la restriction de π à S. La courbe critique R de W est le complé-

mentaire dans S de l’ensemble des points réguliers de S où la différentielle de πS n’est pas surjective. Le discriminant du
tissu est l’ensemble D = πS(R). On dit que le tissu W est lisse si la surface S n’a pas de singularité.
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Un d-tissu W sur P
2 est dit de degré n si le nombre de points où une droite générique de P

2 est tangente à une feuille
de W est égal à n ; il est équivalent de dire que W est de type O(n + 2d). Les tissus algébriques sont ceux de degré 0 :
leurs feuilles sont essentiellement les tangentes à une courbe plane algébrique projective réduite (voir [4]). Dans [5], Yartey
a démontré le théorème suivant :

Théorème 1. Soient un entier d � 3 et W un d-tissu lisse sur P
2 . Si la courbe critique R est lisse et les seules singularités du

discriminant D sont des points doubles ordinaires ou des points de rebroussement ordinaires, le nombre κ de points de rebroussement
de D est égal à 3(d − 2)(n2 + nd + d).

Sa méthode consiste à interpréter κ comme le nombre de zéros d’une section du fibré J 2(L) des jets d’ordre 2 le long
des fibres de L. Dans cette Note, on généralise la formule de Yartey aux tissus sur une surface complexe compacte.

Définition 1. Soit Γ une courbe holomorphe compacte d’une surface complexe compacte S et h : Γ̂ → S une normalisation
de Γ . On dit qu’un point singulier m de Γ est un point singulier élémentaire de type (a,b) si par m passe une seule
branche locale de Γ , a est le plus petit entier tel que h(a)(t0) �= 0, b est le plus petit entier tel que h(a)(t0) ∧ h(b)(t0) �= 0,
t → (x(t), y(t)) étant l’expression de h en coordonnées locales, h(t0) = m. Un point singulier de Γ où ne passent que des
branches locales lisses de Γ , toutes à tangentes distinctes, est appelé point multiple ordinaire.

On a le résultat suivant, avec les notations de [2] :

Théorème 2. Soit W un d-tissu lisse de type E sur une surface complexe compacte M, d � 2. Si la courbe critique R est lisse et
les seules singularités du discriminant sont des points multiples ordinaires ou des singularités élémentaires de type (a,b), alors, en
désignant par ma,b le nombre de points singuliers de type (a,b), T la restriction à R du fibré π−1(E�) ⊗ Ld ⊗ π−1(Λ2(T M)) et
χ(R) la caractéristique d’Euler–Poincaré de R, on a :

c1(T ) 	 [R] − χ(R) =
∑
a,b

ma,b(a − 1).

La somme
∑

a,b ma,b(a − 1) ne dépend que du type E du d-tissu W . Le problème se pose de la calculer explicitement
lorsque M est une surface algébrique projective.

Il serait aussi intéressant par exemple en rang maximal de mettre à jour des liaisons entre la nature des singularités du
discriminant du tissu considéré et les singularités de ses relations abéliennes.

Corollaire 1. (Voir [2].) Soit un entier d � 2. Un d-tissu lisse et dicritique W sur P
2 est algébrique, soit n = 0.

Une preuve du Corollaire 1 reposant sur le théorème d’annulation de Bott est donnée dans [2].

Corollaire 2. Soit W un d-tissu lisse de degré n sur P
2 , d � 2. Sous les hypothèses du Théorème 2, on a :

∑
a,b

ma,b(a − 1) = 3(d − 2)
(
n2 + nd + d

)
.

2. Rappels et notations

Soit (x, y) un système de coordonnées holomorphes définies sur un ouvert U de M ; on note ∂x(m) le vecteur tangent
∂
∂x (m). L’application [∂x(m)+ p∂ y(m)] → (x, y, p) définit un système de coordonnées sur le complémentaire Ux de [∂ y] dans
π−1(U ) ; de même, l’application [q∂x(m)+ ∂ y(m)] → (x, y,q) définit un système de coordonnées sur le complémentaire U y

de [∂x] dans π−1(U ). La section ∂x + p∂ y définit une trivialisation holomorphe de L au-dessus de Ux . On pose Ld = L⊗d et
on note (∂x + p∂ y)−d le dual de (∂x + p∂ y)⊗d .

Si (x′, y′, p′) est un autre système coordonnées locales sur M̃ comme ci-dessus, en posant α = ∂x′
∂x , β = ∂x′

∂ y , γ = ∂ y′
∂x et

δ = ∂ y′
∂ y , on a : ∂x + p∂ y = (α + pβ)(∂x′ + p′∂ y′). On note � le déterminant

∣∣ α β

γ δ

∣∣.
3. Preuve du Théorème 2

Soit m̃ un point de R, m = πS(m̃), (x, y) et (x, y, p) des coordonnées holomorphes définies comme ci-dessus respecti-
vement au voisinage de m et m̃. Si S est définie par la condition F (x, y, p) = 0, on note Ft la dérivée partielle de F par
rapport à la variable t et Fts la dérivée partielle d’ordre 2 de F par rapport aux variables t et s.

Supposons par exemple F y(m̃) �= 0 ; la restriction (x̃, p̃) de (x, p) à S définit alors un système de coordonnées dans un

voisinage de m̃ dans S. La projection πS s’écrit dans ces coordonnées locales : (x̃, p̃) → (x,ϕ(x̃, p̃)) avec ϕx = − Fx ,ϕp = − F p .
F y F y
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Comme F p(m̃) = 0, on a : πS�(∂ p̃|m̃) = 0 et πS�(∂ x̃|m̃) = 1
F y

(m̃)(F y(m̃)∂x(m̃) − Fx(m̃)∂ y(m̃)). Par suite la différentielle de

πS envoie (T S)|R sur le sous-fibré T de p−1
R (T M) localement engendré par la restriction à R des sections de π−1

S (T M) du
type F y∂x − Fx∂ y.

La surface S est l’ensemble des zéros d’une section holomorphe sW de π−1(E)⊗ L̆d . Soient (x, y) et (x′, y′) deux systèmes
de coordonnées locales définies sur un voisinage de m, σE et σ ′

E deux trivialisations holomorphes de E au voisinage de m. Si,
dans les trivialisations locales π−1σE ⊗ (∂x + p∂ y)−d et π−1σ ′

E ⊗ (∂x′ + p′∂ y′)−d de π−1(E)⊗ L̆d , sW s’écrit respectivement
sW = Fπ−1(σE ) ⊗ (∂x + p∂ y)−d et sW = Gπ−1(σ ′

E ) ⊗ (∂x′ + p′∂ y′)−d , alors G = F u
(α+pβ)d , d’où

F y∂x − Fx∂ y|R = u−1(α + pβ)d�
(
G y′∂x′ − Gx′∂ y′∣∣

R
)
,

avec σE = uσ ′
E et ∂x + p∂ y = (α + pβ)(∂x′ + p′∂ y′). Comme les fonctions u−1�(α + pβ)d sont les fonctions de transition

du fibré π−1(E�) ⊗ Ld ⊗ π−1(Λ2(T M)), T est la restriction de ce fibré à R.
L’application πR : R → M est une normalisation du discriminant D. D’après la première partie de la démonstration, on

peut interpréter sa différentielle dπR comme une section du fibré T �R ⊗ T . Notant S(πR) l’ensemble des points critiques
de πR et I R

m̃ l’indice de cette section au point m̃, on a :

c1
(
T �R ⊗ T

)
	 [R] = c1(T ) 	 [R] − χ(R) (1)

=
∑

S(πR)

I R
m̃ . (2)

Soit σT = F y∂x − Fx∂ y et dx̃R la restriction de dx̃ à R ; on a : dπR = F pp dx̃R ⊗ σT . Par suite I R
m̃ est l’ordre d’annulation

νm̃(F pp) de F pp en m̃.
Les points singuliers de D de type (a,b) sont les images des points critiques de πR . Si m = πR(m̃) est un tel point,

alors I R
m̃ = a − 1.

4. Cas des tissus sur le plan projectif complexe

Dans le cas particulier où M est le plan projectif P
2, la variété des éléments de contact P̃2 s’identifie à l’hypersurface

de P
2 × P

′2 d’équation u X + vY + w Z = 0, [X, Y , Z ] étant les coordonnées homogènes sur P
2 et [u, v, w] les coordonnées

homogènes sur le dual P
′2 de P

2. Celle-ci est aussi la variété des éléments de contact de P
′2.

Notons O(−1) et O′(−1) les fibrés tautologiques en droites respectifs sur P
2 et P

′ 2, O(1), O′(1) leur dual et π ′ la
projection de P̃2 sur P

′2. On pose � = π−1(O (−1)), �′ = π ′−1(O ′(−1)), on note �̆ le dual de � et �̆′ celui de �′ ; ξ = c1(�̆) =
π�(c1(O(1))) et ξ ′ = c1(�̆

′) = π ′�(c1(O′(1))) désignent respectivement la première classe de Chern de �̆ et �̆′ . Le fibré
tautologique L en droites sur P̃2 est égal à �′ ⊗ �̆2.

Soit W un d-tissu de degré n sur P
2, c’est-à-dire de type E = O(n + 2d) ; la surface S associée à W est l’ensemble des

zéros d’un polynôme K (X, Y , Z; u, v, w) bihomogène de degré n en (X, Y , Z) et de degré d en (u, v, w). L’entier n est le
nombre de points où une droite générique de P

2 est tangente à une solution de l’équation différentielle F (x, y, y′) = 0, où
F (x, y, p) = K (x, y,1; p,−1, y − px). Si S est lisse, son fibré normal dans P̃2 est alors NS = ι−1(�̆n ⊗ �̆′d), ι étant l’inclusion
de S dans P̃2.

Soient πS et π ′
S les restrictions de π et π ′ à S. La courbe critique R de W est non vide et est l’ensemble des zéros

d’une section du fibré N = ι−1(�̆n+1 ⊗ �̆′d−2), où ι est l’inclusion de S dans P̃2 ; si elle est lisse, son fibré normal NR dans S
est égal à la restriction à R du fibré N . L’ensemble co-critique R′ de W est le complémentaire dans S des points réguliers
de S où la différentielle de π ′

S est surjective. Dans les coordonnées (x, y, p), R a pour équations : F = 0 et F p = 0 ; celles
de R′ sont F = 0 et Fx + pF y = 0.

On dit que W est un tissu dicritique si R est inclus dans R′ ; sinon W est dit non-dicritique. Les d-tissus non-dicritiques
de degré n sur P

2 sont ceux dont la surface associée S définit aussi un n-tissu de degré d sur P
′2.

Un d-tissu de degré 0 sur P
2 est dit algébrique ; ses feuilles sont essentiellement les tangentes à une courbe plane

algébrique projective réduite (voir [4]). Un d-tissu algébrique est dicritique et sa surface associée s’écrit S = π ′−1(C ′), où C ′
est une courbe de P

′2 de degré d. Un exemple de tissu dicritique non lisse qui n’est pas algébrique est donné dans [2].

Preuve du Corollaire 1. Soit W un tissu dicritique lisse sur P
2. Si R avait un point singulier m̃, supposons par exemple que

m̃ appartienne à l’ouvert Z v �= 0 et que F y(m̃) �= 0, F (x, y, p) = 0 étant l’équation de S dans les coordonnées (x, y, p). On
aurait alors : Fx F py − F y F px(m̃) = 0 et F pp(m̃) = 0. En dérivant la fonction Fx + pF y par rapport à p et en tenant compte
du fait que pF py + F px(m̃) = 0, on aboutit à une contradiction.

Soient πR : R → P
2 (respectivement π ′

R : R → P
′2) la restriction de π (respectivement π ′) à R. On pose O R(k) =

π−1
R (O(k)), O′

R(k) = π ′−1
R (O′(k)), ξR = c1(O R(1)) et ξ ′

R = c1(O′
R(1)). En remarquant que π−1(E�)⊗ Ld ⊗π−1(Λ2(T M)) =

�n−3 ⊗ �′d , on a : T = O R(3 − n) ⊗ O′ (−d).
R
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La première classe de Chern c1(R) de R est égale à la composante [ c(T P̃2|R)
c(NS|R)c(NR)

]1 de dimension 1 dans le développe-

ment de c(T P̃2|R)
c(NS|R)c(NR)

(voir [1] pour la définition des classes caractéristiques en K-théorie).
Supposons d � 2. La différentielle de πS envoie T V |R sur le fibré L|R de façon surjective. Il en résulte que L|R est

isomorphe à O R(3 − n) ⊗ O′
R(−d) ; puisque L|R = O R(2) ⊗ O′

R(−1), on en déduit :

(1 − n)ξR = (d − 1)ξ ′
R. (3)

Supposons ξ ′
R = 0. En écrivant les applications πS et π ′

S en coordonnées locales, on voit que la différentielle de πR est un
isomorphisme de T R sur LR . On en déduit : c1(R) = (1−2n)ξR. La relation c1(R) = c1(LR) entraîne l’égalité (1+2n)ξR =
0, ce qui est impossible car ξR n’est pas identiquement nulle. Comme ξ ′

R �= 0, (3) entraîne : (1 − n)δR = (d − 1)δ′
R > 0.

Ceci n’est possible que si n = 0. �
Preuve du Corollaire 2. La première classe de Chern c1(N) de N est la duale de Poincaré de la classe fondamentale [R].
Posons ηS = [ c(T P̃2|S )

c(NS)c(N)
]1 et ωS = ηSc1(N). Comme c1(R) = [ c(T P̃2|R)

c(NS|R)c(NR)
]1, on a : χ(R) = ωS 	 [S]. On a les égalités :

ηS = ι�((1 − 2n)ξ + (4 − 2d)ξ ′), ωS = ι�((1 − n − 2n2)ξ2 + (−2d2 + 8d − 8)ξ ′2 + (−4nd + 8n − d + 2)ξξ ′).

c1(T ) 	 [R] = c1
(

O R(3 − n) ⊗ O′
R(−d)

)
	 [R]

= (
c1

(
π−1

S

(
O(3 − n)

) ⊗ π ′−1
S

(
O ′(−d)

))
.c1(N)

)
	 [S]

= [(
(3 − n)ξ − dξ ′).((n + 1)ξ + (d − 2)ξ ′)] 	 [S].

En tenant compte du fait que ξξ ′ = ξ2 + ξ ′2 (voir [2], lemme 4.4, ii)), on a :

ωS = ι�
((−2n2 − 4nd + 7n − d + 3

)
ξ2 + (−2d2 − 4nd + 7d + 8n − 6

)
ξ ′2), (4)

c1(T ) 	 [R] = ((−n2 − 2nd + 4n + 2d − 3
)
ξ2 + (−d2 − 2nd + 4d + 2n − 6

)
ξ ′2) 	 [S]. (5)

La restriction de πS à S \ π−1
S (D) étant un revêtement à d feuillets, ξ2 	 [S] = d(c2

1(O(1))) 	 [P2] = d.

Si W est non-dicritique, la restriction de π ′
S à S \ π ′−1

S (D′) est un revêtement à n feuillets, d’où ξ ′2 	 [S] =
n(c2

1(O′(1))) 	 [P ′2] = n ; par suite, on a :

c1(T ) 	 [R] = −3n2d − 3nd2 + 2n2 + 2d2 + 8nd − 3d − 6n, (6)

χ(R) = −6n2d − 6nd2 + 14nd + 8n2 − d2 + 3d − 6n. (7)

On obtient le résultat annoncé en combinant les relations (6) et (7).
Si W est dicritique, le Corollaire 1 implique que R′ = S. L’application π ′

S a alors pour rang 1 en chaque point et par suite
ξ ′2 = 0. Il en résulte que : c1(T ) 	 [R] − χ(R) = 3(d − 2)d. �
Example. Soit C ′ la courbe de P

′2 d’équation u3 + v3 + w3 = 0. Le discriminant D du 3-tissu algébrique WC ′ sur P
2

defini par C ′ est le dual de C ′ et a pour équation X6 + Y 6 + Z 6 − 2X3Y 3 − 2X3 Z 3 − 2Z 3Y 3 = 0. Il a 9 points singuliers
de type (2,3) : ce sont les points [0,a,1], [1,0,a], [a,0,1] tels que a3 = 1. La courbe critique R est définie sur S par
l’équation u2 Z − X w2 = 0. Puisque π ′

R est un biholomorphisme et χ(C ′) = 0, χ(R) = 0. Des relations c1(O) 	 [D] = 6 et
c1(O′) 	 [C ′] = 3, on déduit c1(T ) 	 [R] = 9.
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