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1. Introduction et résultat principal

Soit X1, X2, ... une suite de variables aléatoires indépendantes, a valeurs dans X’ espace polonais muni de sa tribu boré-
lienne, et P, =n~1(8 +--- +8,) la mesure empirique associée. Soit G une famille dénombrable de fonctions mesurables
de X dans R, de carré intégrable sous P.

Dans cette Note nous regardons les propriétés de concentration de la variable aléatoire Z, = sup{nP,(g): g € G} autour
de sa moyenne. Pour des classes de fonctions uniformément bornées, Talagrand [7] a obtenu une inégalité de type Bennett,
pour la déviation de Z, autour de sa moyenne. Ledoux [4] a donné une méthode fondée sur I'entropie permettant de
retrouver l'inégalité de Talagrand. Rio [5,6], Klein [3] et Bousquet [2] ont obtenu les constantes suivantes, presque optimales,
dans les inégalités de Talagrand.

Soit E =IE(Z,;)/n (noter que E dépend de n) et o2 =nsup{VarP,(g): g € G}. Quand G est une classe de fonctions a
valeurs dans [0, 1], si E < 1/2, alors Rio [5] a montré que, pour ¢t positif,

n~'logE(exp(tZy)) <tE+E(1—E)~'(e"""B —t(1 - E) - 1) (1)

et a donné une borne de type Hoeffding (fonction de taux binomiale) pour t négatif. L'inégalité (1) montre que Var Z, <
nE(1—E) : cette borne sur la variance ne peut pas étre améliorée. Quand les variables X; sont de méme loi P, les fonctions
g centrées sous P et majorées par 1, Rio [6] a montré que, pour t positif,

n~'logE(exp(tZy)) < tE + (02 +2E)b~% (e — bt — 1), (2)
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avec b = 3/2. L'inégalité (2) montre en particulier que VarZ, < n(o2 + 2E). Plus tard Bousquet [2] a obtenu (2) avec
b =1. Enfin Klein [3] a été le premier a obtenir des bornes similaires a (2) pour t négatif. L'inégalité (2) n’est cependant
pas satisfaisante par rapport a (1) : d'une part, comme (Z, — E(Z;))/n est bornée par 1 — E il semblerait plus conforme
d’obtenir (2) avec b =1 — E, et d’autre part, dans [2], en adaptant un argument déja présent dans [5], il est montré que,
sous les hypothéses de (2), Var Z, < n(c% + 2E — E?), et donc le facteur variance dans (2) n’est pas optimal.

Le résultat principal de cette Note, ci-dessous, comble ces lacunes :

Théoréme 1. Soit X1, X2, ... une suite de variables indépendantes de loi P sur X, et G une classe dénombrable de fonction mesurables
de X dans ]—oo, 1], centrées sous P, de variance finie sous P et majorée par o 2. Soient Z,, = sup{g(X1) +g(X2)+---+g(Xpn): g € G}
et E =1E(Z,)/n. Alors, pour tout t positif,

n~'logE(exp(tZy)) < tE + (02 +2E — E*)(1 — E) (e B — 1 — E)t —1). 3)
Par conséquent, si V = 02 + 2E — E2 et h(u) = (1 + u) log(1 + u) — u, alors, pour tout x positif,
P(Zy — E(Zn) = nx) < exp(—nV (1 — E)"?h(x(1 — E)/V)).

Remarque. La seconde partie du théoréme découle de (3) par le calcul de Cramér-Chernov usuel. La borne obtenue améliore
les bornes antérieures.

2. Preuve du résultat principal

Pour montrer le théoréme 1, on suppose d’abord que G est finie et on passe ensuite a la limite par convergence monotone
pour obtenir le résultat pour G dénombrable. Soit L,(t) = logE(exp(tZ,)). Par convention, on pose Lo(t) = 0. Le point
essentiel de la preuve est de montrer que

(n—1)L,(t) <nL,—1(t) pourtoutt > 0 et tout entiern > 0. (4)

Cette inégalité découle immédiatement du lemme ci-dessous, nouveau a ma connaissance :

Lemme 1. Soit Y1, Yo, ... une suite de vecteurs aléatoires indépendants et équidistribués, a valeurs dans un espace vectoriel E, et
Shn=Y1+ Y2+ -+ Yy Soit ¢ une fonction convexe et mesurable de E dans R, positivement homogéne de degré 1. Supposons que
Eexp(¢(Y1)) < oo. Alors n1 logEexp(¢(Sp)) < (n— 1)1 log Eexp(¢(Sp—1)) pour tout entier n > 2.

Preuve du Lemme 1. D’abord, comme ¢ est sous-additive, et comme les variables Yq,Y>,...,Y, sont indépendantes,
Eexp(¢(Sn)) < (Eexp((Y1))" < co.

Posons Sﬁ = Sp — Yg. Les variables S’,f, ont pour loi commune la loi de S,_j. Soit f une variable aléatoire strictement
positive et intégrable, mesurable pour la tribu B, engendrée par (Yq,Ys,...,Yy). Alors, le lemme 2.2 dans [5] (ou bien
le lemme 2.2 dans [1]), qui est une conséquence immédiate de I'inégalité de tensorisation de I'entropie donnée dans [4],
montre que, pour toute famille fi, f2,..., fn de variables aléatoires I3,-mesurables, intégrables, strictement positives et
telles que fj soit indépendante de Y, pour chaque entier k,

Ent(f) :=E(f log f) —E(f)logE(f) < Y E(flog(f/fi) + fi — f)- (5)

k=1

Soit Ty = @(Sp) et TX = @(Sk). Posons F, = E(exp(T;)) et L, = logF,. Appliquons (5) avec f = exp(T,) et fy =
(Fn/Fn_1)exp(T,’§). Comme les variables T,’f ont pour loi commune la loi de T,—1, E(fx) = E(f) pour ce choix de fi, et
donc (5) assure que

E(Tn eXp(Tn)) —LpFn < E<eXP(Tn) Z(Tn - T:,( —Ln+ Ln—l))- (6)
k=1

Majorons le terme de droite dans (6). Comme ¢ est convexe,

Th+ T2+ + T8 >np((Sy+S2+---+Sp)/n) =ng(Sp(n — 1)/n) = (n — DTy
en se servant de 'homogénéité de ¢. Donc Y _;(Tn — T’n‘) < Ty, et (6) donne alors

E(Tn exp(Tn)) — LnFn < E(Tnexp(Ty)) +n(Ln—1 — Ln) Fn.

ce qui conduit au lemme 1 aprés simplification. O
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Fin de la preuve du Théoréme 1. Soit Z,’; =sup{nPy(g) — g(Xx): g € G}. On applique de nouveau le lemme 2.2 dans [5] en
prenant cette fois ci fi = exp(tZ,’.f +tE). Posons F,(t) =E(exp(tZ,)) et Dy =Z, — Z’,; — E. Alors, en appliquant le lemme 2.2
dans [5], et en se servant de I’équidistribution des variables,

tFy — Fnly <nE(fn(¢Dyexp(tDy) — exp(tDy) + 1)). (7)

Pour majorer les termes de droite, on se sert alors de la majoration suivante, obtenue dans [2] : pour tout y > 0 et tout
X<y,

xe* —e* +1< o) (y(e* —x—1)+x2/2) avecp(y) = (ve? —e’ +1)/(y(e’ —1-y/2)) (8)

(cette majoration provient de la croissance en x de (xe* —eX + 1)/(y(e* — x — 1) 4+ x%/2)). Posons b =1 — E. En prenant
x=tDy, et y =tb dans (8), en multipliant par f, I'inégalité obtenue et en remarquant que Z} = Z,_1, on obtient alors, en
partant de (7), aprés calculs,

tF), — FnLy <n¢(tb)(tb(Fn — e'F Fo_1) + t2E((DZ/2 — bDy)e “n-1+E)). 9)

On note alors, comme dans [6], que si h est une fonction sélectionnée de facon mesurable en fonction de Xi,..., Xp—1
de sorte que Z,_1 = (n — 1)Py_1(h), alors Z, — Zy—1 = ny = h(Xy). Donc n, — E < Dy <b=1—E. Comme la fonction
x — x2/2 — bx est décroissante sur ]—oo, b], il en résulte que

E((D/2 — bDyp)e 1) <E(((n — E)*/2 — bny + bE)e! “n-171F),

Oor E(mn | X1,..., Xn—1) =0 et E(2 | X1, ..., Xa—1) < 02 (voir [6], inégalité (2.4), p. 1056). Donc, si V = o2 + 2E — E2,
la quantité ci-dessus est majorée par Ve'EF,_;/2. Soit I,(t) = L,(t)/n. En reportant cette majoration dans (9) et en divisant
par nFy, il vient :

th, — I <tp(t(1 — E))(1 — E+ (Vt/2 — 1 + E)etErtn-1=1In), (10)
Pour finir la majoration, on considére deux cas. Si t <tp:=2(1—E)/V, Vt/2 —1+ E <0. En appliquant (4), on a

exp(tE + Ly—1 — Ln) = exp(tE —Ip) > 1+ (tE — Iy)
(comme Ly =0, cette minoration est encore vraie pour n = 1). Par conséquent, pour t < tg,

th, — I, <tp(t(1 — B)) (1 — E4+ (Vt/2 =1+ E)(1 +tE —Ip)). (11)
Soit z= (I,/t) — E. En divisant (11) par t?, il vient

Z<(t1—E))(V/2+ (1 —E=Vt/2)2) <¢p(t(1 — E))(V/2+ (1 — E)z),

et donc (1 —E)Z/(V/2+ (1 —E)z) < (1 — E)¢(t(1 — E)). Pour finir, on remarque que ¢ est la dérivée de la fonction
t — log(2et — 2 —t) — logt (voir [2]). Donc en intégrant I'inéquation différentielle ci-dessus et en notant que z(0) =0, on
obtient

log(V/2+ (1 — E)z) —log(V /2) < log(2¢" =B — 2 — (1 — E)t) — log((1 — E)t),
ce qui établit (3) pour t < tp.
Enfin, si t > tp:=2(1 — E)/V, la majoration (3) est triviale : en effet,
A-E)2" " —a-EBc-1)>%2>0-Ext/v,
et donc
tE+ VA —E) 2B — (1= E)t—1) > tE+t(1—E) > 1n(0)

puisque Z, < n, ce qui garantit que I,(t) <t. La preuve du théoréme 1 est donc compléte. O
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