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Cette Note est consacrée à l’étude de l’opérateur de transport unidimensionnel, sur
un domaine non borné, muni de conditions aux limites générales. Nous montrons la
génération d’un semi-groupe fortement continu et nous étudions ses propriétés spectrales.
En particulier, nous montrons l’existence d’une valeur propre dominante.
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a b s t r a c t

This Note deals with the one-dimensional transport operator, on an unbounded domain,
endowed with general boundary conditions. We show the generation of a strongly
continuous semigroup and we study its spectral properties. In particular, we prove the
existence of a leading eigenvalue.

© 2012 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans cette Note, nous proposons d’étudier l’opérateur de transport

Tϕ(x, y) = −y
∂ϕ

∂x
(x, y) − σ(x, y)ϕ(x, y) +

b∫
−b

r
(
x, y, y′)ϕ(

x, y′)dy′ (1)

où, (x, y) ∈ ]−a,a[ × ]−b,b[ avec 0 < a < ∞ et 0 < b � ∞ et, σ et r désignent respectivement, la fréquence et le noyau de
collision. Nous dotons cet opérateur des conditions aux limites suivantes :

γiϕ = Kγoϕ (2)

liant le flux rentrant γiϕ et le flux sortant γoϕ des particules, par un opérateur K dit de bords. Ces conditions aux limites
généralisent visiblement toutes les conditions aux limites connues.

L’opérateur de transport (1), muni des conditions aux limites (2), a déjà fait l’objet d’une étude complète dans [3], où
l’on a montré la génération d’un C0-semi-groupe pourvu que l’ensemble, des vitesses, soit borné (i.e., b < ∞). Nous avons
également dégagé ses propriétés spectrales et le comportement asymptotique de son semi-groupe. Cependant, étant donné
que tous les résultats de [3] dépendent explicitement de b (b < ∞), il est alors naturel de se poser la question suivante :

Qu’en serait-il si l’ensemble, des vitesses, est non-borné, i.e.,b = ∞?
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Une réponse à cette question existe déjà dans les travaux pionniers [1,7,9], où l’on a montré que si ‖K‖ < 1, alors l’opéra-
teur de transport en question engendre un C0-semi-groupe de contractions. Cependant, ce cas (i.e., ‖K‖ < 1) peut ne pas
présenter un grand intérêt physique si le nombre de particules est croissant.

Pour pouvoir répondre positivement à la question précédente dans le cas ‖K‖ � 1, des contributions ont été apportées
dans [6, Th. 3.6] et [8, Th. 4.1] (voir Remarques 4.2 et 4.3). Cela montre, en particulier, la difficulté que l’étude du cas b = ∞
peut présenter.

Dans cette Note, nous allons nous intéresser au cas où l’ensemble, des vitesses, n’est pas borné (i.e., b = ∞) ce qui

constitue visiblement une nouveauté. Nous optons pour le cadre naturel L1(Ω) (Ω
def= ]−a,a[ × ]−∞,∞[) dont la norme

‖ϕ‖1 =
a∫

−a

∞∫
−∞

∣∣ϕ(x, y)
∣∣ dy dx (3)

dénote le nombre de particules initiales. Nous montrons que si l’opérateur K est compact et ‖K‖ � 1 alors, l’opérateur
de transport (1), muni des conditions aux limites générales (2), engendre sur L1(Ω) un C0-semi-groupe que l’on note
par TK = (TK (t))t�0. Pour approfondir cette étude, nous établissons ensuite l’importante relation ωess(TK ) < ω0(TK ), où,
ω0(TK ) et ωess(TK ) désignent respectivement le type et le type essentiel du C0-semi-groupe TK = (TK (t))t�0.

En guise de conclusions, nous dressons en fin de cette Note une liste de remarques et commentaires. Nous déduisons,
en particulier, que la borne spectrale s(TK ), de l’opérateur de transport en question, est isolée et algébriquement simple.
Nous déduisons également le comportement asymptotique du semi-groupe TK = (TK (t))t�0 dans la norme de la topologie
des opérateurs, donc, indépendamment de toutes les données initiales. Enfin, signalons la nouveauté de l’ensemble de ces
résultats.

2. Préliminaires

Nous considérons le cadre fonctionnel L1(Ω) muni de la norme (3) et nous introduisons notre espace de régularité

W1 =
{
ϕ ∈ L1(Ω): y

∂ϕ

∂x
∈ L1(Ω) et yϕ ∈ L1(Ω)

}

ainsi que les espaces de traces : du flux entrant Xi = X+ × X− et du flux sortant Xo = X− × X+ , où, X+ = L1(]0,∞[, y dy)

et X− = L1(]−∞,0[, |y|dy). Nous définissons les traces, entrantes et sortantes, d’un élément ϕ ∈ W1 par

γiϕ =
[
γ +−aϕ

γ −
a ϕ

]
et γoϕ =

[
γ −−aϕ

γ +
a ϕ

]
avec

(
γ +±aϕ

)
(y) = ξ]0,∞[(y)ϕ(±a, y)(

γ −±aϕ
)
(y) = ξ]−∞,0[(y)ϕ(±a, y)

où, ξA désigne la fonction indicatrice de l’ensemble A ⊂ R. Dans ce contexte, grâce à notre récent résultat [4, Th. 2.1] nous
déduisons que

Lemme 2.1. Les applications de traces γo : W1 → Xo et γi : W1 → Xi sont linéaires continues et surjectives.

Le lemme précédent nous permet de définir l’opérateur d’advection AK par⎧⎨
⎩ AK ϕ = −y

∂ϕ

∂x
sur le domaine,

D(AK ) = {ϕ ∈ W1: γiϕ = Kγoϕ}.
(4)

Dans la suite, cet opérateur sera perturbé par les opérateurs linéaires suivants :

Sϕ(x, y)
def= −σ(x, y)ϕ(x, y) et Rϕ(x, y)

def=
∞∫

−∞
r
(
x, y, y′)ϕ(

x, y′)dy′

pour donner lieu aux opérateurs :

d’absorption : LK = AK + S sur le domaine D(LK ) = D(AK ) et

de transport : T K = AK + S + R sur le domaine D(T K ) = D(AK ),

sous réserve que la fréquence de collision σ et le noyau de collision r vérifient, le moment voulu, l’une ou l’autre des
hypothèses suivantes :
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(H1
σ ) σ ∈ L∞(Ω)

(H2
σ ) σ est positive

(H1
r ) sup ess

(x,y′)∈Ω

∞∫
−∞

∣∣r(x, y, y′)∣∣ dy < ∞

(H2
r ) r est positive

(H3
r ) sup ess

(x,y,y′)

(
r(x, y, y′)

|x|
)

< ∞

3. Résultats principaux

Tout d’abord, [5, Corollaires 2.1 et 2.2] permet de déduire le résultat suivant :

Lemme 3.1. Soit K un opérateur linéaire borné de Xo dans Xi et compact si ‖K‖ � 1. Alors l’opérateur d’advection AK engendre, sur
L1(Ω), un C0-semi-groupe AK = (AK (t))t�0 .

Ensuite, en tenant compte de l’hypothèses (H1
σ ) (resp. (H1

r )) l’opérateur linéaire S (resp. R) est alors borné de L1(Ω)

dans lui même. Dans ce contexte, le Lemme 3.1 et le théorème de la perturbation bornée nous confèrent notre premier
nouveau résultat de cette Note comme suit

Proposition 3.2. Soit K un opérateur linéaire borné de Xo dans Xi et compact si ‖K‖ � 1. Si l’hypothèse (H1
σ ) est vérifiée, alors

l’opérateur d’absorption LK engendre, sur L1(Ω), un C0-semi-groupe LK = (LK (t))t�0 . Si en plus l’hypothèse (H1
r ) est vérifiée, alors

l’opérateur de transport T K engendre, sur L1(Ω), un C0-semi-groupe noté TK = (TK (t))t�0 .

Avant d’annoncer le second résultat de cette Note, définissons l’opérateur

Kλψ
def= K (θλ Pψ) où, P

(
ψ1
ψ2

)
def=

(
ψ2
ψ1

)
et θλ(y) = e− 2λa

|y| (5)

qui jouera un rôle fondamental dans l’étude spectrale de l’opérateur de transport T K et le comportement asymptotique de
son semi-groupe TK = (TK (t))t�0.

Théorème 3.3. Soit K un opérateur linéaire de Xo dans Xi positif et compact tel que K P soit un opérateur irréductible. Supposons en
outre que les hypothèses (H1

σ )–(H2
σ ) et (H1

r )–(H2
r )–(H3

r ) soient vérifiées. Si r(Kσ−σ ) > 1, alors ωess(TK ) < ω0(TK ), où l’on a noté,
σ = sup essσ et σ = inf essσ .

Dans le cas où la fréquence de collision σ et le noyau de collision r sont nulles (σ = r = 0) alors (5) conduit à r(Kσ−σ ) =
r(K0) = r(K P ) et par conséquent

Corollaire 3.4. Soit K un opérateur linéaire de Xo dans Xi positif et compact tel que K P soit irréductible. Si r(K P ) > 1 alors
ωess(AK ) < ω0(AK ).

4. Remarques et commentaires

Remarque 4.1. La compacité, imposée à l’opérateur de bords K dans le Lemme 3.1, n’est pas fortuite. En effet, dans un cadre
similaire au notre (voir [2]), où l’on a considéré un opérateur de bords multiplicatif, nous avons montré que l’opérateur
d’advection AK engendre un C0-semi-groupe si et seulement si ‖K‖ < 1. Cela signifie que la continuité de l’opérateur de
bords K ne suffit pas pour la génération d’un C0-semi-groupe quand ‖K‖ � 1, et justifie ainsi la compacité imposée à
l’opérateur K dans le Lemme 3.1.

Remarque 4.2. Le Lemme 3.1 est le premier résultat rigoureux concernant l’opérateur d’advection (4). En effet, il a été
considéré dans [8] l’opérateur⎧⎨

⎩ ÂK ϕ = −y
∂ϕ

∂x
− η|y|ϕ sur le domaine

D( ÂK ) = {
ϕ ∈ Ŵ 1(Ω);et γ−ϕ = Kγ+ϕ

} (6)

où, η � 0 est une constante donnée. Il a alors été montré, dans [8, Th. 4.1], que cet opérateur engendre, sur L1(Ω), un
C0-semi-groupe pourvu que ‖K‖ < e2aη .
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Remarque 4.3. Pour étudier l’opérateur (6) dans le cas ‖K‖ � e2aη , une contribution a été apportée, dans [6, Th. 3.6], sans
hypothèses supplémentaires sur l’opérateur de bords K , telle que la compacité. Cependant, en raison d’une confusion dans
une récurrence utilisée dans la preuve de [6, Th. 3.6], cette contribution est malheureusement incorrecte.

Remarque 4.4. Pour apporter une réponse rigoureuse à l’étude de l’opérateur (6) dans le cas ‖K‖� e2aη , il suffit de vérifier
que l’on a

T̂ K = M−1
η T Kη Mη et Mη

(
D(T̂ K )

) = D(T Kη ) (7)

où, Kη
def= e−2aη K et Mη ∈L(L1(Ω)) est l’automorphisme suivant :

Mηϕ(x, y) = eη(a+sgn(y)x)ϕ(x, y).

Ensuite, d’après le Lemme 3.1, il s’en suit que l’opérateur T Kη engendre, sur L1(Ω), un C0-semi-groupe. Enfin, la relation (7)
conduit directement à la génération d’un semi-groupe par l’opérateur (6).

Remarque 4.5. La relation ωess(TK ) < ω0(TK ), obtenue dans le Théorème 3.3, est très importante. En effet, il en résulte en
particulier que

(i) La borne spectrale s(T K ) de l’opérateur de transport T K est une valeur propre isolée et algébriquement simple, autre-
ment dit, il existe ε > 0 tel qu’on ait {λ ∈ σ(T K ): �(λ) � s(T K ) − ε} = {s(T K )}.

(ii) La projection spectrale P, associée à s(T K ), est de rang 1.
(iii) Le comportement asymptotique du C0-semi-groupe TK = (TK (t))t�0 peut être décrit indépendamment de toute les

données initiales, autrement dit : pour tout η ∈ ]0, ε[, il existe Mη � 1 telle qu’on ait∥∥e−ts(T K )
TK (t) − P

∥∥
L(L1(Ω))

� Mηe−ηt, t � 0.

Remarque 4.6. Grâce la relation ωess(AK ) < ω0(AK ) obtenue dans le Corollaire 3.4, les points de la remarque précédente
demeurent valables pour l’opérateur d’advection AK et pour son semi-groupe AK = (AK (t))t�0.

Remarque 4.7. L’irréductibilité de l’opérateur positif K P ∈ L(Xo), imposée dans le Théorème 3.3, peut être affaiblie. En
effet, en explicitant l’opérateur positif K ∈L(Xo ; Xi) par

K =
[

K−,+ K+,+
K−,− K+,−

]
où, K±,± ∈ L(X±, X±), on en déduit que l’irréductibilité de l’opérateur positif K P peut être remplacée par celle de K+,+ ∈
(L(X+))+ et K−,− ∈ (L(X−))+ .

Remarque 4.8. Grâce à des modifications, tous les résultats de cette Note demeurent valable dans L p(Ω) (p > 1).

Remarque 4.9. Grâce à ce nouveau travail et à [3], nous avons ainsi dégagé les principaux résultats (génération d’un C0-semi-
groupe et la simplicité algébrique de s(T K )) concernant l’opérateur de transport (1) muni des conditions aux limites (2),
indépendamment de l’ensemble des vitesses (borné ou non).
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