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a b s t r a c t

We give an asymptotic expansion for the central value of convolution powers and heat
kernels on semisimple Lie groups.
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Soit G un groupe de Lie connexe semisimple, non-compact et de centre fini et soient g l’algèbre de Lie, e son élément
neutre et dx une mesure de Haar sur G .

On fixe une décomposition de Iwasawa G = NAK . K est un sous-groupe compact maximal de G , A ∼=R
d est abélien et N

est nilpotent et simplement connexe.
Notons f, a et n les algèbres de Lie de K , A et N , respectivement. On identifie A et a avec R

d .
Soit a+ une chambre de Weyl positive et soient Σ l’ensemble des racines restreintes positives associées à a+ et Σ0

celles qui sont indivisibles.
Pour toute racine ζ ∈ Σ , nous notons mζ sa multiplicité et gζ le sous-espace radiciel correspondant. Notons que n =∑

ζ∈Σ gζ .

1. Densités

Soit φ une densité sur G , c’est à dire une fonction φ � 0 avec
∫

φ(x)dx = 1. φ n’est pas nécessairement symétrique.
Nous supposons, pour simplifier, que φ(e) > 0 et que φ ∈ C∞

0 (G).
Nous notons φ∗k = φ ∗ φ ∗ · · · ∗ φ la k-ième puissance de convolution de φ.
Le premier résultat dont on veut esquisser la preuve est le suivant :
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Théorème 1. Soient G et φ comme ci-dessus. Alors il existe μ > 0, c0 > 0 et cn ∈R, n ∈N tels que pour tout n0 ∈N

φ∗k(e) = k−(d+2|Σ0|)/2e−μk(c0 + k−1c1 + · · · + k−n0 cn0 + O
(
k−(n0+1)

))
, k ∈N. (1)

2. Sous-laplaciens

Soient X0, X1, . . . , X p des champs de vecteurs invariants à gauche sur G et supposons que les champs X1, . . . , X p sa-
tisfont la condition de Hörmander, c. à. d. ils engendrent, avec leurs crochets successifs [Xi1 , [Xi2 , [. . . , Xik ] · · ·]], l’espace
tangent TxG en tout point x ∈ G .

Considérons le sous-laplacien

L = −(
X2

1 + · · · + X2
p

) + X0

et notons Pt(x, y) le noyau de la chaleur associé (c. à d. la solution fondamentale de l’équation ((∂/∂t) + L)u = 0). Voici le
second énoncé :

Théorème 2. Soient G, L et Pt(x, y) comme ci-dessus. Alors, il existe μ > 0, c0 > 0 et cn ∈R, n ∈ N tels que pour tout n0 ∈N

Pt(e, e) = t−(d+2|Σ0|)/2e−μt(c0 + t−1c1 + · · · + t−n0 cn0 + O
(
t−(n0+1)

))
, t � 1. (2)

On indique ci-dessous les grandes lignes de la démonstration du Théorème 1. Le Théorème 2 se démontre de manière
analogue.

3. Preuve du Théorème 1

D’abord, notons que si Φ : L2 → L2 est l’opérateur défini par Φ( f )(x) = ∫
f (xy)φ(y)dy, alors son rayon spectrale r(Φ)

est donné par r(Φ) = e−μ , où μ > 0.
On note Ĝ l’ensemble des representations unitaires irréductibles de G et Ĝdisc la série discrète de G .
On sait que si π ∈ Ĝ , alors sa restriction à K se décompose en somme direct π |K = ⊕

τ∈K̂ nτ τ , où les multiplicités nτ

satisfont à nτ � dim(τ ).
On en déduit, avec un argument classique utilisant l’opérateur Casimir sur K , qu’il existe c = c(φ) tel que

∣∣Tr
(
π(φ)

)∣∣ < c, π ∈ Ĝ. (3)

Supposons pour l’instant que Ĝdisc �= ∅ et notons ses éléments ηλ , où λ est le paramètre de Harish-Chandra [2,3,8,10].
Alors, un argument similaire au précédent, montre que pour tout n0 ∈N, il existe c = c(φ,n0) tel que

∥∥ηλ(φ)
∥∥� c

(1 + |λ|)n0
, ηλ ∈ Ĝdisc.

D’autre part la positivité de φ entraine qu’il existe ε > 0 et c > 0 tels que pour tout k ∈ N

∥∥ηλ

(
φ∗k)∥∥� ce−(μ+ε)k, k ∈N.

On en déduit donc, que pour tout n0 ∈N, il existe ε > 0 et c = c(φ,n0) tels que

∣∣Tr
(
ηλ

(
φ∗k))∣∣ � c

(1 + |λ|)n0
e−(μ+ε)k, k ∈N, ηλ ∈ Ĝdisc.

Revenons maintenant au cas des séries principales.
Plus précisément, soit θ l’involution de Cartan de G qui fixe K et soient H un sous-groupe de Cartan, θ -invariant et h

son algèbre de Lie.
Alors H = Ah × T , où T = H ∩ K , Ah = exp(ah), ah = {ξ ∈ h: θ(ξ) = −ξ}. On suppose que ah ⊆ a.
Le centralisateur ZG(Ah) de Ah dans G est θ -invariant et se décompose comme ZG(Ah) = Ah × M . M est un groupe

réductif au sens de Harish-Chandra. Il est compact si et seulement si ah = a.
Soit �a le système des racines du couple (g,ah) et notons gζ l’espace propre radiciel correspondant à ζ ∈ �a . Soit �+

a

un système de racines positives de �a et soient nh = ∑
ζ∈�+

a
gζ et Nh = expG(nh). Alors Ph = NhAhM est un sous-groupe

parabolique cuspidal de G .
On note aussi M̂disc la série discrète de M (cf. [10]). A tout élément de η ∈ M̂disc correspond un paramètre λ de Harish-

Chandra (cf. [4,9,10]). On écrit donc ηλ , au lieu de η, pour indiquer ce paramètre λ.
Si ξ ∈ a∗

h
, alors ηξ,λ = eiξ ⊗ ηλ est une representation unitaire irréductible de AhM . On pose ηξ,λ(xg) = ηξ,λ(g), x ∈ Nh ,

g ∈ AhM et ainsi, on peut supposer que ηξ,λ est définie sur Ph . On note πξ,λ la representation induite πξ,λ = IndG
Ph

ηξ,λ .
Si M est compact et ηλ triviale, alors on écrit simplement πξ au lieu de πξ,0.
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Maintenant, en utilisant le principe de majoration (cf. [5]) on peut montrer que, si ηλ est non-triviale, ou si ξ �= 0, alors
il existe ε > 0 et c > 0 tels que

∥∥πξ,λ

(
φ∗k)∥∥ < ce−(μ+ε)k, k ∈N. (4)

D’autre part, on peut montrer que pour tout n0 ∈ N, il existe c = c(φ,n0) tel que, pour tout ξ ∈ a∗
h

et ηλ ∈ M̂disc

∥∥πξ,λ(φ)
∥∥ � c

(1 + |ξ | + |λ|)n0
. (5)

L’estimation suivante est une conséquence de (3), (4), (5).

Proposition 3. Soient n0 ∈ N et δ > 0. Alors, il existe ε > 0 et c = c(φ,n0, δ) tels que, pour ηλ non-triviale, ou pour |ξ | > δ,

∣∣Tr
(
πξ,λ

(
φ∗k))∣∣ � c

(1 + |ξ | + |λ|)n0
e−(μ+ε)k, k ∈N. (6)

La Proposition ci-dessus et la formule de Plancherel de Harish-Chandra (cf. [4,9,10]) entrainent que pour tout δ > 0, il
existe ε > 0, tel que

φ∗k(e) = c

∫

|ξ |�δ

Tr
(
πξ

(
φ∗k)) dξ

|c(ξ)|2 + O
(
e−(μ+ε)k). (7)

Maintenant (1) découle de (7) ci-dessus, en raisonnant comme dans [1,6,7].
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