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Dans cette Note, nous montrons essentiellement deux résultats. Le premier consiste à
montrer que l’algèbre de Hadamard des suites récurrentes linéaires est somme directe de
deux ensembles que nous définissons. Le deuxième résultat donne une caractérisation des
idempotents de cette algèbre.
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a b s t r a c t

In this Note, we show essentially two results. The first one consists in showing that the
algebra of linear recurrence sequences is the direct sum of two sets. The second result
consists in giving a characterisation of the idempotents of this algebra.

© 2012 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle. L’algèbre de Hadamard des suites récurrentes linéaires à coefficients
dans K est notée r(K ). Soit n0 un entier naturel non nul et α un élément de K ∗ . On note rα(K ) l’ensemble des suites de
r(K ) dont le terme général s’écrit u(n) = p(n)αn , pout tout entier naturel n avec p ∈ K [x] et Z(K ) l’ensemble des suites
de r(K ) qui s’annulent pour tout entier naturel n � n0. Dans la première section, nous rappelons quelques définitions et
résultats sur les suites récurrentes linéaires à coefficients dans K . Dans la deuxième section, nous montrons d’abord deux
lemmes puis nous montrons que l’algèbre r(K ) est somme directe des deux ensembles

⊕
rα(K ) et Z(K ). Enfin dans la

troisième section, nous caractérisons l’ensemble des idempotents de l’algèbre de Hadamard r(K ).

1. Rappels sur les suites récurrentes linéaires

Dans tout ce qui suit, K désigne un corps commutatif de caractéristique nulle. Soit S(K ) = KN l’ensemble des suites à
valeurs dans K .

Définition 1.1. Soit u et v deux suites de S(K ). Le produit de Hadamard des suites u et v est la suite w = u � v définie
par : ∀n ∈N, w(n) = u(n)v(n).

Rappelons que, muni de l’addition terme à terme et du produit de Hadamard, l’ensemble S(K ) est une K -algèbre unitaire
appelée l’algèbre de Hadamard des suites [1].
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Définition 1.2. L’application T de S(K ) dans S(K ) qui, à toute suite u, associe la suite T u définie par : ∀n ∈ N, (T u)(n) =
u(n + 1) est appelée application décalage (ou shift).

Remarques 1.3.

1. Il est facile de voir que l’on a : ∀u ∈ S(K ), v ∈ S(K ), T (u � v) = (T u) � (T v).

2. Si on désigne, pour tout i ∈N, par T i le ième itéré de T , alors : ∀u ∈ S(K ),∀n ∈ N, (T iu)(n) = u(n + i).

Définition 1.4. Soit u une suite dans S(K ). On dit que u est une suite récurrente linéaire à coefficients constants, dans K ,
s’il existe un entier naturel non nul h, des éléments p0, . . . , ph dans K , ph non nul, vérifiant la relation :

∀n ∈N, phu(n + h) + ph−1u(n + h − 1) + · · · + p0u(n) = 0.

Si h est minimal alors il est appelé longueur de la suite u.
Le polynôme phxh + ph−1xh−1 + · · · + p1x + p0 est appelé un polynôme caractéristique de la suite u.

On trouvera une définition équivalente d’une suite récurrente linéaire dans [4] dans le cas où K = A est un anneau
commutatif unitaire à savoir : si B = A[x], p(x) = ∑d

i=0 pi xi ∈ B , u ∈ S(A) et pour tout n ∈ N, on pose : (p(x)u)n =∑d
i=0 piu(n + i) et Iu = {p ∈ B; pu = 0} l’idéal annulateur de u, on a alors la définition suivante.

Définition 1.5. (Voir [4].) On dit qu’une suite u ∈ S(A) est une suite récurrente linéaire si Iu contient un polynôme unitaire.
Les polynômes unitaires de la suite u sont les polynômes caractéristiques de u.

Rappelons la propriété de clôture suivante :

Proposition 1.6. (Voir [4].) L’ensemble r(K ) des suites récurrentes linéaires à coefficients dans K est une sous-K -algèbre de l’algèbre
de Hadamard S(K ).

Le théorème suivant caractérise les suites de l’algèbre r(K ). Pour la démonstration, on peut consulter [2] ou [5].

Théorème 1.7. Soit K alg une clôture algébrique de K et u ∈ S(K ). Les énoncés suivants sont équivalents :

1. la suite u appartient à r(K ),
2. la série génératrice fu(x) = ∑

n�0 u(n)xn de la suite u est rationnelle,

3. il existe un entier naturel h non nul, des polynômes pi dans K alg[x], des éléments αi dans K alg (1 � i � h) et un entier naturel n0

tels que, pour tout n � n0 , on a : u(n) = ∑h
i=1 pi(n)αn

i .

2. Terme général d’une suite récurrente linéaire

Supposons que K est algébriquement clos et soit α ∈ K ∗. On pose :

rα(K ) = {
u ∈ r(K ), ∃p ∈ K [x], ∀n � 0, u(n) = p(n)αn}

,

Z(K ) = {
u ∈ r(K ), ∃n0 ∈N, ∀n � n0, u(n) = 0

}
.

Si, pour tout entier naturel n, on pose : (up,α)(n) = p(n)αn, avec p ∈ K [x], on a alors :

up,α + uq,α = up+q,α, et up,α � uq,β = upq,αβ .

Lemme 2.1. Soit α ∈ K ∗ , n0 ∈ N, T l’application décalage et u une suite de r(K ) définie par :

∀n � n0, u(n) = p(n)βn, β ∈ K ∗, p ∈ K [x].
Alors il existe un polynôme � à coefficients dans K avec d◦� = d◦ p tel que :

∀n � n0,
(
(T − α I)u

)
(n) =

{
α(p(n + 1) − p(n))αn si α = β,

�(n)βn si α �= β.

Démonstration. Pour tout entier naturel n � n0, il est facile de voir que :
Pour α = β , on a : ((T − α I)u)(n) = u(n + 1) − αu(n) = α(p(n + 1) − p(n))αn.

Pour α �= β , on a : ((T − α I)u)(n) = p(n + 1)βn+1 − αp(n)βn = (p(n + 1)β − αp(n))βn. Il suffit donc de prendre :

�(n) = p(n + 1)β − αp(n) avec d◦� = d◦p. �
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Lemme 2.2. Soit α ∈ K ∗ . On a : rα(K ) = ⋃
m�1 Ker(T − α I)m.

Démonstration. Soit une suite u dans rα(K ). Il existe alors un polynôme p à coefficients dans K tel que, pour tout entier
naturel n, on a u(n) = p(n)αn . On a, par définition de l’application T :(

(T − α I)u
)
(n) = α

(
p(n + 1) − p(n)

)
αn = α(�p)(n)αn, où (�p)(n) = p(n + 1) − p(n).

Par suite, on a : ((T − α I)2u)(n) = (T − α I)(αv)(n), où v(n) = (�p)(n)αn. D’où :(
(T − α I)2u

)
(n) = αα

(
�(�p)

)
(n)αn = α2(�2 p

)
(n)αn.

Si k > d◦ p, on obtient alors : (T − α I)ku = 0, c’est-à-dire u ∈ ⋃
m�1 Ker(T − α I)m, d’où la première inclusion. Montrons

maintenant la deuxième inclusion. Soit u ∈ ⋃
m�1 Ker(T − α I)m. Il existe alors un entier naturel non nul m0 tel que u ∈

Ker(T − α I)m0 , d’où, pour tout entier naturel n, on a :(
(T − α I)m0 u

)
(n) = 0, c’est-à-dire (x − α)m0 u = 0

de sorte que (x − α)m0 est un polynôme caractéristique de la suite u. Mieux, on a : ∀n ∈ N, u(n) = p(n)αn, où p ∈ K [x],
et d◦ p = m0 − 1. Donc la suite u est dans rα(K ). �
Proposition 2.3. Avec les notations introduites ci-dessus, on a : r(K ) = ⊕

α∈K ∗ rα(K ) ⊕ Z(K ).

Démonstration. D’après le lemme 2.2, un élément u de l’ensemble
⊕

α∈K ∗ rα(K ) s’écrit u(n) = ∑s
i=1 pi(n)αn

i , où s ∈ N
∗ ,

pi ∈ K [x] et αi ∈ K ∗ , pour tout i ∈ {1, . . . , s}. Il suffit de montrer l’implication suivante :(
∀n � n0,

s∑
i=1

pi(n)αn
i = 0

)
⇒ (∀i ∈ {1, . . . , s}, pi = 0

)
.

Soit donc
∑s

i=1 pi(n)αn
i = 0, pour n � n0 et posons : mi = d◦ pi + 1, 1 � i � s, et q(x) = ∏s

i=2(x − αi)
mi .

On a alors : q(T ) = ∏s
i=2(T − αi I)mi , d’où :

∀n � n0,
(
q(T )u

)
(n) =

s∑
i=2

q(T )
(

pi(n)αn
i

) = 0. (1)

D’après le lemme 2.1, il existe � ∈ K [x] tel que : ((T − αs I)v)(n) = �(n)αn
1, d◦� = d◦ p, α1 �= αs, où v(n) = p1(n)αn

1 . Plus
généralement, on a :(

(T − αs I)ms v
)
(n) = �s(n)αn

1, d◦�s = d◦p1

et (
(T − αs−1 I)ms−1(T − αs I)ms v

)
(n) = �s−1(n)αn

1, d◦�s−1 = d◦p1.

Ainsi, on arrive à :

(T − α2 I)m2(T − α3 I)m3 . . . (T − αs I)ms v)(n) = �2(n)αn
1, d◦�2 = d◦p1. (2)

Des relations (1) et (2), on déduit que : ∀n � n0,q(T )(p1(n)αn
1) = �2(n)αn

1 = 0, d’où : d◦�2 = −∞ = d◦ p1, par suite, on a
p1 = 0 ; le même raisonnement donne que tous les autres pi sont nuls. On en déduit, d’abord que pour n0 = 0, les rα(K )

sont en somme directe et qu’ensuite :
⊕

α∈K ∗ rα(K ) ∩ Z(K ) = {0}.
En outre, par le théorème 1.7, on déduit que

⊕
α∈K ∗ rα(K ) et

⊕
Z(K ) sont en somme directe. �

Remarque 2.4. Soit la suite (δi)i�0 définie par :

∀n ∈N, δi(n) =
{

1 si i = n,

0 sinon.

Si u est un élément de r(K ) alors il existe s ∈N
∗ , une partie finie F de N, ai ∈ K , (i ∈ F ) et αi ∈ K ∗, pi ∈ K [x], i ∈ {1, . . . , s},

tels que :

u(n) =
∑
i∈F

aiδi +
s∑

i=1

pi(n)αn
i .
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3. Idempotents de l’algèbre des suites récurrentes linéaires

On sait, d’après [1], que les idempotents de l’algèbre S(K ) sont donnés par la proposition suivante :

Proposition 3.1. Soit A un anneau unitaire intègre. Une suite u de l’algèbre de Hadamard S(A) est un idempotent si et seulement s’il
existe une partie N de N telle que u = χN , où χN est la fonction indicatrice de N.

Comme r(K ) est une partie de S(K ) alors les idempotents de r(K ) sont aussi de la même forme avec N une partie de N

à déterminer. Rappelons le résultat suivant dû à Lech–Skolem–Mahler :

Théorème 3.2. (Voir [3].) Soit u ∈ r(K ). Posons Z = {n ∈ N: u(n) = 0}. Si l’ensemble Z est infini alors il existe un entier naturel m
non nul, des entiers distincts μ1, . . . ,μs dans {0,1, . . . ,m − 1} tels que Z est la réunion d’une partie finie I0 de N et d’un nombre fini
Im,μi = {n ∈ N: n ≡ μi (mod m)} de progressions arithmétiques.

La proposition suivante donne une caractérisation des idempotents de l’algèbre r(K ).

Proposition 3.3. Soit N une partie de N. Pour que χN appartienne à l’algèbre de Hadamard r(K ) il faut et il suffit qu’il existe un entier
naturel m non nul, des entiers μ0,μ1, . . . ,μs ∈ {0, . . . ,m − 1} tels que N est la réunion d’une partie finie I0 de N et des ensembles
Im,μi = {n ∈ N: n ≡ μi (mod m)}.

Démonstration. Si N est finie alors χN est nulle à partir d’un certain rang et donc appartient à r(K ).

Supposons que N est infinie. Si χN ∈ r(K ) alors : 1−χN ∈ r(K ). D’après le théorème 3.2, l’ensemble {n ∈N: (1−χN )(n) =
0} est réunion d’une partie finie I0 de N et des ensembles Im,μi = {n ∈ N: n ≡ μi (mod m)}. Donc {n ∈ N: (χN )(n) = 1} =
I0 ∪ (

⋃s
i=1 Im,μi ). On prend alors N = I0 ∪ (

⋃s
i=1 Im,μi ).

Réciproquement, on montre que χN ∈ r(K ) avec N = I0 ∪ (
⋃s

i=1 Im,μi ). On a alors :

∑
n�0

χN(n)xn =
∑
n∈I0

xn +
s∑

i=1

∑
n∈Im,μi

xn =
∑
n∈I0

xn +
s∑

i=1

∑
k�0

xμi+km =
∑
n∈I0

xn +
s∑

i=1

xμi

1 − xm
.

La série génératrice
∑

n�0 χN(n)xn est donc rationnelle ; on déduit, par le théorème 1.7, que χN ∈ r(K ). �
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