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Cette Note présente des formules permettant d’exprimer les coordonnées des vecteurs de
Perron–Frobenius des matrices de Cartan (finies ou affines) comme des produits de valeurs
de la fonction Gamma, pour chaque système de racines fini irréductible de rang r.
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a b s t r a c t

This Note presents formulas to express the coordinates of Perron–Frobenius vectors of
Cartan matrices (finite or affine) as products of Gamma values, for each finite irreducible
root system of rank r.
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1. Formule dans le cas des matrices de Cartan de type finie

Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie r, R ⊂ V un système de racines réduit irréductible de rang r, (.|.)
une forme bilinéaire symétrique définie positive sur V , invariante par le groupe de Weyl W (R).

Identifions V avec son dual V ∗ grâce à cette forme (.|.), et considérons les racines duales comme les éléments de V :
α∨ = 2α/(α,α), α ∈ R , cf. [2, Ch. VI].

Fixons une base {αi, 1 � i � r} de racines simples de R ; ceci permet de définir le sous-ensemble R+ ⊂ R de racines
positives. Soit ρ∨ = 1

2

∑
α∈R+α∨ .

Soit h le nombre de Coxeter de R . Pour chaque racine α > 0, 0 < (α|ρ∨)/h < 1.
Soit A = ((αi |α∨

j )) la matrice de Cartan de R .
La matrice A′ = Ir − A/2 (où Ir est la matrice r × r identique) est indécomposable avec des coefficients positifs (c’est la

matrice d’incidence du graphe de Dynkin de R).
D’après le théorème de Perron–Frobenius (cf. [7, Ch. XIII, §2]), A′ admet un unique, à proportionnalité près, vecteur

propre vPF aux coordonnées strictement positives, de valeur propre réelle λmax(A′) > 0, strictement supérieure aux valeurs
absolues de toutes autres valeurs propres de A′ .

Toutes les valeurs propres de A sont réelles et strictement positives, et vPF est un vecteur propre de A de valeur propre
minimale λmin(A) = 4 sin2(π/2h). On dira que vPF est un vecteur de Perron–Frobenius de A.

Ces vecteurs sont connus pour tout système de racines réduit irréductible R et peuvent être exprimés en termes de
fonctions trigonométriques.
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Dans la physique, ces composantes ont une interprétation remarquable : ces nombres sont les masses des particules dans
les déformations intégrables de la théorie de Toda. Le premier exemple, découvert par A. Zamolodchikov, a été R = E8, où
on retrouve 8 particules du modèle d’Ising critique dans un champ magnétique.

On trouvera les expressions de leurs coordonnées (assez élaborées dans le cas des systèmes exceptionnels), au section 3
ci-après.

Notre premier résultat (Théorème A) donne une expression de vecteurs vPF en termes de produits Gamma. Le deuxième
résultat (Théorème B) donne une expression analogue pour un vecteur vPF des matrices de Cartan affines.

Introduisons des nombres réels strictement positifs

Γ (R,αi) =
∏

α∈R+
Γ

((
α

∣∣ρ∨)
/h

)−(α∨|αi)

et un vecteur

Γ (R) = (
Γ (R,α1), . . . ,Γ (R,αr)

) ∈R
r .

Théorème A. Γ (R) est un vecteur de Perron–Frobenius de A.

Pour la preuve, voir section 3 ci-dessous.

2. Formule dans le cas des matrices de Cartan de type affine

Soit

θ =
r∑

i=1

niαi

la plus grande racine ; on pose n0 = 1, α0 = −θ , donc h = ∑r
i=0 ni .

On normalise le produit scalaire (.|.) de telle façon que (θ |θ) = 2.
Soit Â la matrice de Cartan (r + 1) × (r + 1) du système de racines affine R(1) , cf. [8]. Alors Â admet un seul, à propor-

tionnalité près, vecteur propre de valeur propre 0 et

δ := (n0, . . . ,nr) ∈R
r+1,

est l’unique tel vecteur aux coordonnées strictement positives entières. Les nombres ni , 0 � i � r, coïncident avec les
marques du graphe de Dynkin complété R(1) , cf. [8, 4.8, 4.9, Table Aff 1], [10, Appendix 1], et [11, 1.3].

Soient n∨
i les marques du graphe de Dynkin dual, obtenues en renversant les arêtes du graphe initial. On a :

n∨
i = ni(αi |αi)/2, 0 � i � r.

Posons :

δ∨ := (
n∨

0 , . . . ,n∨
r

)
,

c’est l’unique vecteur propre de valeur propre 0 de la matrice de Cartan généralisée Â∨ duale de Â. Toutes les autres valeurs
propres de Â∨ sont strictement positives.

Posons γ (x) = Γ (x)/Γ (1 − x). On définit les nombres :

γ (R,αi) =
∏

α∈R+
γ

((
α

∣∣ρ∨)
/h

)−(α∨|αi)

et le vecteur

γ (R) = (
γ (R,α0), . . . , γ (R,αr)

) ∈R
r+1.

Théorème B.

γ (R) =
(

r∏
i=0

n∨ni
i

)−1/h

δ∨.

Pour la preuve, voir section 4 ci-dessous.
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3. Esquisse de preuve du Théorème A

On peut identifier notre système de racines fini R avec un des systèmes de types Ar–G2 décrits aux Planches I–IX à la
fin du livre de Bourbaki [2]. Reprenons la numérotation des sommets du graphe de Dynkin comme dans [2].

Voici la liste des vecteurs de Perron–Frobenius m(R) = (m1, . . . ,mr) des systèmes de racines finis réduits irréductibles R ,
cf. [9,3] :

Type Ar , r � 1, h = r + 1 ;

ma = sin
(
πa/(r + 1)

)
, 1 � a � r.

Type Br , r � 2, h = 2r ;

ma = 2 sin(πa/2r), 1 � a � r − 1, mr = 1.

Type Cr , r � 2, h = 2r ;

ma = sin(πa/2r), 1 � a � r.

Type Dr , r � 3, h = 2r − 2 ;

ma = 2 sin
(
πa/(2r − 2)

)
, 1 � a � r − 2, mr−1 = mr = 1.

Type E6, h = 12 ;

m(E6) =
(

1,
√

2,

√
3 + 1√

2
,
√

3 + 1,

√
3 + 1√

2
,1

)
.

Type E7, h = 18 ;

m(E7) = (
1,2 cos(π/9),4 cos(π/18) cos(5π/18),4 cos(π/18) cos(π/9),

2 cos(π/9) cos(2π/9),2 cos(π/18),1
)
.

Type E8, h = 30 ;

m(E8) = (
2 cos(π/5),4 cos(π/5) cos(7π/30),4 cos(π/5) cos(π/30),

8 cos2(π/5) cos(2π/15),8 cos2(π/5) cos(7π/30),4 cos(π/5) cos(2π/15),2 cos(π/30),1
)
.

Type F4, h = 12 ;

m(F4) =
(√

2,
√

3 + 1,

√
3 + 1√

2
,1

)
.

Type G2, h = 6 ;

m(G2) = (1,
√

3).

La fonction Γ (x) satisfait à deux propriétés fondamentales :

Γ (x)Γ (1 − x) = x

sin(πx)
(C)

et

n−1∏
i=0

Γ (x + i/n) = (2π)(n−1)/2n−nx+1/2Γ (nx). (M)

En utilisant (C) et (M) avec n = 2,3,5 et 9, on vérifie cas par cas que le vecteur Γ (R) est bien proportionnel à m(R).
Par exemple,

Γ (Ar,αi) = 1

Γ (i/(r + 1))Γ ((r + 1 − i)/(r + 1))
= sin(π i/(r + 1))

π
,

d’où Γ (Ar) = π−1m(Ar) d’après (C).
Pour les autres séries classiques, les vérifications ne sont pas difficiles et donnent

Γ (Br) = 21/rπ−1m(Br), Γ (Cr) = π−1m(Cr), Γ (Dr) = 21/(r−1)π−1m(Dr).
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Pour les systèmes exceptionnels les calculs sont plus pénibles.
Voici les réponses :

Γ (E6) = 2−5/431/8(
√

3 − 1)1/4π−1m(E6),

Γ (E7) = 21/93−1/6 sin(π/9)π−1m(E7), Γ (E8) = Γ (E8,α8)m(E8),

Γ (F4) = 2−5/431/8π−1(
√

3 − 1)1/2m(F4),

Γ (G2) = 2−2/3π−1m(G2).

Pour les détails de calculs, cf. [6,5].

4. Esquisse de preuve du Théorème B

Définissons

k(R) =
r∏

i=1

n∨ni
i .

Lemme 4.1. Quel que soit i, 1 � i � r, on a

γ (R,αi) = k(R)−1/hn∨
i . (F)

Cette formule remarquable a été découverte par les physiciens, cf. [1] (et a été le point de départ de notre travail). Leurs
arguments sont de nature physique, liés à l’ansatz de Bethe. La démonstration mathématique se trouve dans [4,5].

C’est aussi une vérification cas par cas. On remarque que les calculs n’utilisent que la formule (M) (pas de formule (C)).
Maintenant on en déduit le théorème. Supposons pour simplifier les notations, que R soit du type A, D ou E (le cas

général est identique).
Dans ce cas Â∨ = Â, n∨

i = ni .
Puisque

α0 = −
r∑

i=1

niαi,

on a :

γ (R,α0) =
r∏

i=1

γ (R,αi)
−ni = k(R)

∑r
1 ni/h

r∏
i=1

n−ni
i = k(R)−1/h,

car
∑r

i=1 ni = h − 1.
Il s’ensuit que :

γ (R) = k(R)−1/hδ,

ce qui démontre le Théorème B.
Notons que la valeur du facteur k(R)−1/h est définie de façon unique si on veut que γ (R) soit proportionnel à δ.
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