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Nous considérons une relation de récurrence affine multivariée à coefficients aléatoires
et la somme de Birkhoff correspondante le long d’une trajectoire. Sous une condition
générique pour la loi des coefficients, nous montrons que cette somme, convenablement
normalisée, converge en distribution vers une loi stable, qui dépend essentiellement de la
partie multiplicative de la relation. La preuve est basée sur les propriétés spectrales de
l’opérateur de Markov associé et l’homogénéité à l’infini de la mesure stationnaire.

© 2013 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

a b s t r a c t

We consider a multivariate affine stochastic recursion and the corresponding Birkhoff sum
along a trajectory. Under a condition on the law of coefficients which is generic, we
show that the above sum, suitably normalized, converges in distribution to a stable law,
depending essentially on the multiplicative part of the relation. The proof is based on the
spectral properties of the associated Markov operator, and on the homogeneity at infinity
of the stationary measure.

© 2013 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Soit V l’espace euclidien R
d muni de son produit scalaire 〈x, y〉 = ∑d

i=1 xi yi et de sa norme x → |x|. Notons H = Aff (V )

(resp. G = GL(V )) le groupe affine (resp. linéaire) de V . Soit μ une probabilité sur H , μ̄ sa projection sur G . Nous considé-
rons la relation de récurrence

X0 = x, Xx
n+1 = an+1 Xx

n + bn+1 = hn
(

Xx
n

)
(n � 0), (1)

où hn ∈ H est une suite i.i.d. de loi μ. Si an = Id (resp. bn = 0), Xx
n est une marche aléatoire additive (resp. multiplicative)

sur V (resp. V \{0}) ; certains aspects essentiels de ces processus spéciaux persistent dans le cas général de X x
n et fournissent

un guide heuristique pour l’étude du cas général. Par ailleurs, pour l’opérateur de Markov défini par (1), et en dehors de
toute condition de densité pour μ, la conjonction de ces deux processus différents entraîne des propriétés nouvelles, comme
le trou spectral pour l’opérateur associé (cf. [1,6]) ou bien l’homogénéité à l’infini de la mesure stationnaire (cf. [4,7]). Nous
notons supp μ̄ le support de μ̄ et [supp μ̄] le sous-semigroupe fermé de G engendré par supp μ̄. Pour une mesure de Radon
positive ρ sur V , nous définissons la convolution μ ∗ ρ de μ et ρ par (μ ∗ ρ)(φ) = ∫

φ(hx)dμ(h)dρ(x).
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Notre hypothèse C ci-dessous implique que l’équation μ ∗ η = η a une unique solution η qui est une probabilité de
support non borné ; la loi de Xx

n définie par la relation de récurrence ci-dessus converge alors vers η. Sous l’hypothèse C ,
il est observé en [4] et prouvé en [7] que η est « homogène à l’infini », donc appartient au domaine d’attraction d’une
loi stable. Nous sommes intéressés ici par le comportement asymptotique en loi de la somme de Birkhoff Sx

n = ∑n
k=1 Xx

k
convenablement normalisée, où les variables (dépendantes) X x

k sont définies par la relation (1). Pour d = 1, cette question
est reliée à la propriété de diffusion lente en milieu aléatoire sur Z (cf. [11]) ; elle a déjà été étudiée en [6] si d = 1. Pour d
arbitraire, et supp μ̄ formé de similitudes, la convergence vers une loi semi-stable au sens de [9] a été obtenue en [1]. Ici
nous supposons d � 2. Nous disons qu’un semigroupe fermé Γ ⊂ G satisfait la condition i-p si :

a) Γ ne laisse invariante aucune réunion finie de sous-espaces stricts de V ,
b) Γ contient au moins un élément γ ayant une unique valeur propre simple λγ telle que

|λγ | = lim
n→∞

∣∣γ n
∣∣1/n

.

Alors Γ vérifie la propriété i-p si et seulement si son adhérence de Zariski la vérifie [10]. L’ensemble des probabilités ρ
sur G telles que [suppρ] vérifie la condition i-p est un ouvert dense en topologie vague. De plus, la condition i-p en-
traîne que l’ensemble des modules des valeurs propres dominantes λγ des éléments de Γ engendre un sous-groupe
dense du groupe multiplicatif R+ , ce qui garantira plus bas l’apériodicité de la convolution par μ̄ sur V . Posons pour
a ∈ G : v(a) = sup(|a|, |a−1|) et pour s � 0 : κ(s) = limn→∞(E(|an . . .a1|s))1/n , s∞ = sup{s � 0;κ(s) < ∞} et supposons
s∞ > 0,E(| log |a||) < ∞. Alors le plus grand exposant de Lyapunov L(μ̄) existe et vérifie :

L(μ̄) = lim
n→∞

1

n
E
(
log |an . . .a1|

) = κ ′(0+).

Si, de plus, le semigroupe [supp μ̄] vérifie la condition i-p, la fonction logκ(s) est strictement convexe sur [0, s∞) ;
si lims→s∞ κ(s) > 1, il existe un unique α ∈ [0, s∞) tel que κ(α) = 1. Ici notre hypothèse est la condition C suivante :

C1 [supp μ̄] satisfait la condition i-p,
C2 s∞ > 0, L(μ̄) < 0 et il existe α > 0 tel que κ(α) = 1,
C3 E(v(a)α+δ + |b|α+δ) < ∞ pour un δ > 0,
C4 le support de μ n’a pas de point fixe dans V .

Avant de formuler le théorème, nous précisons la propriété d’homogénéité à l’infini de η. Pour t > 0 nous notons ρ → t.ρ
l’extension aux mesures de x → tx. Pour s > 0, nous considérons la mesure homogène sur R+ définie par �s(dt) = dt

ts+1 .

Si Sd−1 désigne la sphère unité de V nous considérons la décomposition de V en coordonnées polaires V \{0} = S
d−1 ×R+ .

Alors, sous la condition C , on a d’après [7], en convergence vague :

lim
t→0+

t−α(t.η) = cσα ⊗ �α = Λ,

où c > 0 et σα est une probabilité sur S
d−1, relation qui exprime l’homogénéité à l’infini de η. Ici Λ est bien définie par

cette convergence et vérifie t.Λ = tαΛ (t > 0), μ̄ ∗ Λ = Λ. Si [supp μ̄] ne laisse pas de cône convexe propre invariant,
alors Λ est symétrique et σα est l’unique probabilité sur S

d−1 définie par la condition :

μ̄ ∗ (
σα ⊗ �α

) = σα ⊗ �α.

Dans tous les cas la projection σ̄α de σα sur l’espace projectif P
d−1 est uniquement définie par l’équation précédente, est

de dimension strictement positive et son support est l’ensemble limite du semigroupe [supp μ̄] dans P
d−1 (cf. [5]).

Nous notons g∗ la transposée de g , μ̄∗ l’image de μ̄ par g → g∗ , w∗ la forme linéaire duale de w ∈ V . Le calcul de la
loi limite de Sx

n utilisera la relation de récurrence (1′) suivante :

Y0 = y, Yn+1 = a∗
n(Yn + v), (1′)

où v ∈ V \{0} est un vecteur fixé. Alors, comme ci-dessus la probabilité stationnaire associée ηv satisfait la convergence
vague sur V \{0} :

lim
t→0+

t−α(t.ηv) = �v �= 0,

avec �tv = t.�v = tα�v pour t > 0. Nous notons Xx(y) l’exponentielle de Fourier Xx(y) = ei〈x,y〉 et si α ∈ [0,2], nous
définissons la « transformée de Fourier » Λ̃ de Λ par
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Λ̃(y) =
∫ (

Xy(x) − 1
)

dΛ(x), si 0 < α < 1,

Λ̃(y) =
∫ (

Xy(x) − 1 − i
〈x, y〉

1 + |〈x, y〉|2
)

dΛ(x), si α = 1,

Λ̃(y) =
∫ (

Xy(x) − 1 − i〈x, y〉) dΛ(x), si 1 < α < 2,

Λ̃(y) = −1

4

∫
〈y, x〉2 dσ2(x), si α = 2.

La fonction Λ̃ est μ̄∗-harmonique et satisfait : Λ̃(ty) = tαΛ̃(y) pour t > 0. Nous utilisons aussi la fonction Λ̃1 définie par
Λ̃1(y) = Λ̃( ȳ)1[1,∞)(|y|), où ȳ est la projection de y ∈ V \{0} sur S

d−1 ainsi que le nombre mα = κ ′(α). Nous disons qu’une
probabilité ρ sur V est α-stable si sa transformée de Fourier ρ̂(v) = ρ(Xv) est telle que, pour tout n ∈ N, il existe cn ∈ V
avec ρ̂n(v) = ρ̂(n1/α v)Xv(cn). On verra que la transformée de Fourier de la loi limite de Sx

n pour α ∈ [0,2] est égale à
eCα(v) = Φα(v) avec Cα(v) définie négative et vérifiant :

Cα(v) =
{

αmα�v(Λ̃1), si α ∈ (0,1) ∪ (1,2];
m1�v(Λ̃1) + iγ (v), si α = 1,

où γ (v) est une intégrale de fonction rationnelle. Si α > 2, la covariance q de η interviendra dans les formules. Si α > 1
on notera m = ∫

x dη(x), z = ∫
a dμ̄(a). On voit que le rayon spectral de z est inférieur à κ(α) = 1, en particulier I − z∗ est

inversible. On a alors le théorème.

Théorème. Supposons que la probabilité μ sur le groupe affine H de Rd satifasse la condition C et que d � 2. Alors pour tout x ∈ V :

1) Si α > 2, la suite 1√
n
(Sx

n − nm) converge en loi vers la loi normale sur V de transformée de Fourier

Φ2+(v) = exp
(−q(v, v)/2 − q

(
v,

(
I − z∗)−1

z∗v
))

.

2) Si α ∈ (0,2), posons tn = n−1/α and dn =
⎧⎨⎩ 0, α ∈ (0,1);

nδ(tn), α = 1;
ntnm, α ∈ (1,2),

avec δ(t) = ∫
V

tx
1+|tx|2 dη(x) pour t > 0. Alors (tn Sx

n − dn)

converge en loi vers la loi α-stable de transformée de Fourier Φα(v) = exp(Cα(v)).
De plus si α = 1, et avec une constante K > 0, |δ(t)| est bornée par Kt| log t| pour t � 1/2, Kt pour t > 1/2.

3) Si α = 2, alors 1√
n logn

(Sx
n − nm) converge en loi vers la loi normale sur V de transformée de Fourier Φ2(v) = exp(C2(v)), où

C2(v) = − 1
4

∫
(〈v, w〉)2 + 2〈v, w〉ηv (w∗)dσ2(w).

4) Dans tous les cas la loi limite de Sx
n normalisée est totalement non dégénérée.

L’expression détaillée de Cα montre que, en général et pour 0 < α < 2, la loi stable limite du théorème diffère de
celle qui correspondrait à une somme normalisée de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi stationnaire de la relation (1),
contrairement aux sommes étudiées en [9] et associées aux quotients partiels du développement en fraction continue.
Afin de prouver le théorème, on utilise l’opérateur de Fourier sur V , défini par P vϕ(x) = E((Xvϕ)(Xx

1)) et on a Pn
vϕ(x) =

E(Xv(Sx
n)ϕ(Xx

n)). Sur un certain espace de Banach de fonctions Höldériennes à croissance polynomiale, on peut utiliser le
théorème spectral de Ionescu–Tulcea et Marinescu ([8]) pour l’opérateur P v et développer en puissances fractionnaires de
|v| pour |v| petit, sa valeur propre dominante k(v). Le théorème en résulte. L’existence de cette asymptotique de k(v) est
basée sur la propriété d’homogénéité à l’infini de η et ηv (cf. [4,7]), ainsi que sur la propriété de trou spectral pour P0
(cf. [1,4,6]). Dans le cas où μ̄ domine une densité sur G et où supp μ̄ ne laisse pas de cône convexe invariant, un résultat
voisin a été obtenu récemment en [2], en utilisant les méthodes des chaînes de Harris. Observons ici que pour d � 2 et
contrairement à la condition de [2], la condition C est stable par perturbation en topologie faible de μ. Il en est de même
du théorème, et les lois semi-stables associées à la périodicité éventuelle de μ̄ n’apparaissent donc pas ici par perturbation
comme c’est le cas dans la Réf. [1]. Pour les preuves détaillées, nous renvoyons à [3].
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