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Un théorème d’Obata stipule qu’une variété riemannienne complète de dimension n � 2
admettant une fonction f non triviale vérifiant l’équation différentielle Agrad f = f In est
une sphère (Obata, 1962). Dans cette note, nous nous proposons d’étudier la situation
analogue pour certains feuilletages riemanniens de dimension 1 ou de codimension 1 sur
les variétés riemanniennes de dimension � 3.
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a b s t r a c t

A theorem of Obata states that a complete Riemannian manifold of dimension n � 2
admitting a nontrivial function f satisfying the differential equation Agrad f = f In is
a sphere (Obata, 1962). In this paper, we propose to study the analogous situation for
some Riemannian foliations of dimension 1 or codimension 1 on Riemannian manifolds of
dimension n � 3.
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1. Préliminaire

Soit (M, g) une variété riemannienne orientable de dimension n et F un feuilletage de codimension q transversalement
orientable sur M . Soit Γ (T M) (resp. Γ (TF)) l’ensemble des sections du fibré tangent à M (resp. du fibré tangent à F ).
On dit que le feuilletage F est g-riemannien ou que la métrique g est quasi fibrée pour le feuilletage F au sens de
Reinhart [11] si L X g(Y , Z) = 0 pour X ∈ Γ (TF) et Y , Z ∈ Γ (TF⊥) où TF⊥ est le fibré orthogonal à F . Soit ∇ la connexion
riemannienne sur M induite par g . Pour X ∈ Γ (T M), A X désigne l’endomorphisme de T M défini par A X (Y ) = −∇Y X . Enfin
on désigne par In l’endomorphisme identité de T M et par ∇ f le champ gradient d’une fonction f définie sur M .

2. Résultats principaux

Théorème 2.1. Soient (M, g) une variété riemannienne complète orientable de dimension n � 3 et F un feuilletage g-riemannien de
codimension 1 complet transversalement orientable sur M. Soit N le champ unitaire orthogonal à F et soit ω = iN g. Si M admet une
fonction non triviale f constante sur les orbites de N et vérifiant l’équation

A∇ f − f In = − f ω ⊗ N (1)
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i) la variété M est difféomorphe au produit Sn−1 ×R si elle est non compacte,
ii) la variété M est un fibré en sphères Sn−1 au-dessus de S1 si elle est compacte ; en particulier, M est homéomorphe à Sn−1 × S1 .

Démonstration. Comme F est g-riemannien, pour tout X ∈ Γ (TF) on a

0 = L X g(N, N) = 2g(∇N X, N) = −2g(∇N N, X) = −2∇Nω(X).

D’où dω = ω∧∇Nω = 0 ; mais cette condition exclut déja les variétés compactes à groupe fondamental fini et, en particulier
la sphère Sn , ce qui nous explique la présence de la quantité − f ω ⊗ N dans l’équation (1) si l’on compare celle-ci avec
l’équation d’Obata. On dit alors que (1) est l’équation d’Obata feuilletée.

Maintenant, comme (M, g) est complète, le flot φt de N est global et, par conséquent, toutes les feuilles de F sont
isotopes. D’après [10], deux cas se présentent :

i) ou bien toutes les feuilles de F sont denses,
ii) ou bien toutes les feuilles sont fermées. Dans ce cas, ou bien M est isomorphe à F0 ×R (F0 est une feuille particulière),

ou bien le feuilletge F définit une fibration de M sur la variété des feuilles M/F isomorphes à S1.

Soit F une feuille de F ; on désigne par F ′ la feuille F lorsque cette dernière est munie de la topologie des feuilles.
L’inclusion canonique j : F ′ −→ M envoyant F ′ sur F est un plongement ; il est régulier si et seulement si F est une feuille
fermée. Cette inclusion induit une métrique riemannienne g′ sur F ′ définie par

g′
x(X, Y ) = g j(x)( j∗ X, j∗Y ), x ∈ F ′

de manière que (F ′, g′) soit une variété riemannienne complète et que j soit un plongement riemannien.
Soit X ∈ Γ (T F ′) ; le champ j∗ X est une section de TF qui admet une extension X̃ sur M définie par :

X̃φt ( j(x)) = (φt)∗ ◦ j∗(Xx), t ∈R et x ∈ F ′.

Soient X, Y ∈ Γ (T F ′) et X̃ , Ỹ les extensions de j∗ X et j∗Y ; la restriction de ∇ X̃ Ỹ à F ne depend pas de cette extension et,
si ∇′ est la connexion riemannienne induite par g′ , on a la décomposition :

∇ j∗ X j∗Y = j∗∇′
X Y + h(X, Y ) (2)

où h(X, Y ) est une section de T F orthogonale à F (voir [13], p. 73).
Soient f une fonction non triviale sur M et ∇′ f F le gradient de la fonction f F = f ◦ j via la connexion ∇′ . Si f est

constante sur les orbites de N , le champ gradient ∇ f sera une extension de j∗∇′ f F . En effet, si X ∈ Γ (T F ′), on a

g(∇ f , j∗ X) = d f ( j∗ X) = d( f oj)(X) = g′(∇′ f F , X
) = g

(
j∗∇′ f F , j∗ X

)
.

Si, de plus, f vérifie l’équation (1), pour x ∈ M et X, Y ∈ Γ (T F ′), on a, d’après l’équation (2) :
(
L∇′ f F g′)

x(X, Y ) = g′
x

(∇′
X∇′ f F , Y

) + g′
x

(
X,∇′

Y ∇′ f F
)

= g j(x)
(

j∗∇′
X∇′ f F , j∗Y

) + g j(x)
(

j∗ X, j∗∇′
Y ∇′ f F

)

= g j(x)
(∇ j∗ X j∗∇′ f F , j∗Y

) + g j(x)
(

j∗ X,∇ j∗Y j∗∇′ f F
)

= g j(x)(∇ X̃∇ f , Ỹ ) + g j(x)( X̃,∇Ỹ ∇ f )

= −2 f g( X̃, Ỹ ) en j(x)

= −2 f F g′(X, Y ) en x.

Ainsi, ∇′ f F est un champ conforme non de Killing sur la feuille F ′ ; d’après [8], F ′ est difféomorphe à Sn−1. �
Remarque 2.2. On sait que, pour n = 2,3,4,6, un difféomorphisme de Sn−1 est isotope à l’identité (pour n = 5, on ne
connaît pas grand chose), [6], p. 187 ; donc, pour ces entiers un fibré en sphère Sn−1 au-dessus de S1 est trivial.

Remarque 2.3. Dans le cas où la variété est non orientable, on montre, par passage à un revêtement à deux feuillets, que
la variété M , ou bien est un fibré en espaces projectifs RP (n − 1) au-dessus de S1, ou bien est difféomorphe au produit
RP (n − 1) ×R.

Dans la suite, nous supposons que l’on a un flot F sur une variété riemannienne (M, g) complete orientable ; on désigne
alors par N le champ unitaire tangent à F et par ω la 1-forme iN g .

Soient M et Q des variétés différentiables et F un feuilletage sur M . Une application p : M −→ Q est dite une décom-
position pour F (voir [5]) si :
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(i) p est une submersion,
(ii) dim Q + dimF = dim M ,
(iii) Tx Fx = (p∗)−1

x (0) où p∗ : T M −→ T Q est l’application linéaire tangente et F est la feuille de F contenant x.

Théorème 2.4. Soit (M, g) une variété riemannienne complète orientable de dimension n � 3 et F un flot g-riemannien, totalement
géodésique régulier sur M. Si M admet une fonction non triviale constante sur les orbites de F et vérifiant l’équation (1) ; alors :

i) la variété M est est difféomorphe au produit Sn−1 ×R si elle est non compacte,
ii) la variété M est difféomorphe au produit Sn−1 × S1 si elle est compacte.

Démonstration. Comme F est régulier, l’espace des feuilles Q = M/F est une variété différentiable et la projection cano-
nique p : M −→ Q est une décomposition pour F (voir [12]).

Nous rappelons qu’une section X ∈ Γ T M est feuilletée si le crochet [X, N] ∈ Γ (TF). Soit V loc(F) l’ensemble des sections
locales feuilletées (projetables) et orthogonales à F . Comme F est g-riemannien, V loc(F) engendre l’ensemble des sections
locales de TF⊥ ; par suite, la métrique g est projetable en une métrique riemannienne g′ sur Q , definie par : X, Y ∈ V loc(F)

g′
p(x)(p∗ X, p∗Y ) = gx(X, Y ), x ∈ M.

La projection p : (M, g) −→ (Q , g′) sera alors une submersion riemannienne. Enfin, comme (M, g) est complète et F est
totalement geodésique, (Q , g′) est aussi complète et p : M −→ Q sera, d’après [4], une fibration principale en cercles.

Par ailleurs, pour tout x ∈ M , l’application p∗ induit une isométrie linéaire de l’hyperplan TxF⊥ sur T p(x) Q ; par consé-
quent, tout X ′ ∈ Γ (T Q ) admet un relèvement unique X̃ ′ dans TF⊥ , appelé relèvement horizontal ; il est tel que p∗ X̃ ′ = X ′
(voir [9], p. 212).

Soient π : T M −→ TF⊥ la projection canonique parallèlement à N et ∇′ la connexion riemannienne associée à la
métrique g′ . D’après [9], on a :

π∇ X̃ ′ Ỹ ′ = ∇̃′
X ′ Y ′ où X ′, Y ′ ∈ Γ (T Q ).

On en déduit alors que p∗∇ X̃ ′ Ỹ ′ = ∇′
X ′ Y ′ .

Maintenant, si f est une fonction F -basique non triviale sur M , elle induit une fonction f Q non triviale sur Q telle que
f = f Q ◦ p. Soit ∇′ f Q son gradient via ∇′ ; pour x ∈ M et X ′ ∈ Γ T Q , on a :

gx
(∇ f , X̃ ′) = X̃ ′. f = d( f Q ◦ p)

(
X̃ ′) en x

= d f Q
(

p∗ X̃ ′) = X ′. f Q en p(x).

= g′
p(x)

(∇′ f Q , X ′) = gx
(∇̃′ f Q , X̃ ′).

On en déduit que ∇̃′ f Q = ∇ f . Si, de plus, f vérifie l’equation (1), pour X ′, Y ′ ∈ Γ (T Q ), on a :

(L∇′ f Q g′)p(x)(X ′, Y ′) = g′
p(x)(∇′

X ′∇′ f Q , Y ′) + g′
p(x)(X ′,∇′

Y ′∇′ f Q )

= g′
p(x)(p∗∇ X̃ ′∇ f , p∗Ỹ ′) + g′

p(x)(p∗ X̃ ′, p∗∇Ỹ ′∇ f )

= gx(∇ X̃ ′∇ f , Ỹ ′) + gx( X̃ ′,∇Ỹ ′∇ f )

= −2 f g( X̃ ′, Ỹ ′) en x

= −2 f Q g′(X ′, Y ′) en p(x).

Par suite, ∇′ f Q est un champ conforme non de Killing sur Q , et donc M est fibré sur Sn−1.
La variété M est un fibré en droites réelles au-dessus de Sn−1 si elle est non compacte. Mais on sait que l’ensemble

LR(Sn−1) des classes d’isomorphismes des fibrés en droites au-dessus de Sn−1 est un groupe isomorphe à H1(Sn−1,Z2)

(voir [7], p. 236, Théorème 3.4). On en déduit que la variété M est difféomorphe à Sn−1 ×R.
La variété M est un fibré en cercles au-dessus de Sn−1 si elle compacte.
(i) Si n > 3, on a H2(Sn−1,Z) = 0, la classe d’Euler de F est nulle et donc la variété M est difféomorphe à Sn−1 × S1.
(ii) Si n = 3, la variété M est aussi difféomorphe à S2 × S1 ; ceci découle de la classification des flots riemanniens sur les

variétés fermées de dimension 3 présentée dans (voir [3], p. 46). �
Proposition 2.5. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte orientable de dimension n � 3 et F un flot g-riemannien totalement
géodésique à orbites fermées sur M. Soient N le champ unitaire tangent à F et ω = iN g. Si M admet une fonction non triviale constante
sur les orbites de F et vérifiant l’équation (1), alors M est difféomorphe au produit Sn−1 × S1 .
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Démonstration. Soit (N, E2, . . . , En) un repère orthonormé local direct de T M . Le fibré TF⊥ est totalement géodésique car
F est g-riemannien. Par conséquent, le champ H = ∑n

i=2 ∇M
Ei

Ei est dans Γ TF⊥ , ce qui entraîne div N = −g(N, H) = 0. Soit
Ω une orientation de T M telle que Ω(N, E2, . . . , En) = 1 et α = iNΩ . On a bien Ω = ω ∧ α et le flot F est d’equation
α = 0. D’autre part on a dα = LNΩ = div N.Ω = 0, donc F est sans holonomie. D’après [5], Q est une variété différentiable
et p : M −→ Q est un fibré localement trivial, mais comme F est g-riemannien totalement géodésique, p sera une fibration
principale en cercles. �

Soit G/K un espace homogène riemannien à courbure sectionelle positive d’un groupe de lie G compact connexe de
dimension 2n. Soient M une variété orientable de dimension 2n + 1, n � 1 et F un flot sur M transversalement homogène
modelé sur G/K . D’après [1], il exite sur M une métrique riemannienne g telle que F soit g-riemannien.

Proposition 2.6. Si M admet une fonction non triviale constante sur les orbites de F et vérifiant l’équation (1), alors G/K est difféo-
morphe à Sn−1 et M est difféomorphe au produit Sn−1 × S1 .

Démonstration. Comme F est g-riemannien, F est sans holonomie. D’après [2] M −→ G/K est une fibration dont les
fibres sont les orbites de F . �
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