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On calcule la derivée de la fonction L p-adique associée à la représentation carré
symétrique d’une courbe elliptique sur un corps totalement réel où p est inerte, sous
certaines hypothèses sur le conducteur. En particulier, on démontre une conjecture de
Greenberg sur les zéros triviaux en généralisant des calculs non publiés de Greenberg et
Tilouine.
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a b s t r a c t

We prove a formula for the derivative of the p-adic L-function associated with the
symmetric square representation of an elliptic curve over a totally real field in which p
is inert, under certain assumptions on the conductor. In particular, this proves a conjecture
of Greenberg on trivial zeros. The method is to generalize unpublished calculations of
Greenberg and Tilouine.

© 2013 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans la théorie de l’interpolation p-adique de valeurs spéciales de fonctions L, on a des conjectures très précises sur les
propriétés que les fonctions L p-adiques doivent satisfaire ; en particulier, il existe une conjecture de Greenberg qui prédit
le comportement de la fonction L p-adique lorsque des zéros triviaux apparaissent. Le but de cette note est de donner
l’esquisse de la preuve de cette conjecture dans un cas particulier.

Avant d’expliciter la conjecture, on fait quelques rappels sur les fonctions L p-adiques ; soit M un motif, et soit L(s, M)

la fonction L complexe associée à M selon la recette de Deligne [2]. Pour tout caractère d’ordre fini ε, soit L(s, M, ε) la
fonction L du motif M tordu par ε. Si s = 0 est critique pour L(s, M, ε), au sens de [2], on suppose l’existence d’une période
Ω(0, M, ε) tel que :

L(0, M, ε)

Ω(0, M, ε)
∈Q.
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Fixons un nombre premier p et un corps p-adique K contenant les coefficients de M , et soit O l’anneau des entiers de K .
Soit u un générateur topologique de 1 + pZp et identifions O[[1 + pZp]] avec l’algèbre d’Iwasawa O[[T ]] via u �→ 1 + T .
Si on suppose que M est ordinaire en p (voir [3]), on conjecture l’existence d’une série formelle G(T , M) telle que, pour tout
caractère ε de 1 + pZp d’ordre fini, on a :

G
(
ε(u) − 1, M

) = C(0, M, ε)E(0, M, ε)
L(0, M, ε)

Ω(0, M, ε)
,

où C(0, M, ε) est un nombre algébrique non nul et E(0, M, ε) est un produit explicite de facteurs de type d’Euler en p [3].
Il est possible, quand ε = 1 est le caractère trivial, que certains facteurs de E(0, M,1) s’annulent et, dans ce cas, la formule
d’interpolation ne donne aucune information sur la valeur qui nous intéresse. Quand on a un tel phénomène, on dit que la
fonction L p-adique a un zéro trivial. Soit L p(s, M) = G(us − 1, M) ; dans [3], l’auteur formule la conjecture suivante sur le
comportement de L p(s, M) en s = 0.

Conjecture 1.1. Soit g le nombre des facteurs de E(0, M,1) qui s’annulent. On a :

Lp(s, M) ≡ L(M)E∗(0, M)
L(0, M)

Ω(0, M,1)
sg mod sg+1

où L(M) est un terme d’erreur non nul défini en termes de cohomologie galoisienne et où E∗(0, M) est le produit des facteurs de
E(0, M,1) qui ne s’annulent pas.

Il n’y a pas beaucoup de cas connus de cette conjecture : quand M est le motif d’une courbe elliptique sur un corps
totalement réel ayant mauvaise réduction multiplicative scindée exactement à une place au-dessus de p [4,8] et quand M
est le motif du carré symétrique d’une courbe elliptique sur Q ayant conducteur pair et sans facteur carré et mauvaise
réduction multiplicative en p (Greenberg et Tilouine, non publié [5]). Récemment, Dasgupta a annoncé une preuve de la
conjecture dans les cas où M est le motif du carré symétrique d’une forme modulaire elliptique ordinaire, sans restriction
sur le conducteur.

2. Le cas du carré symétrique d’une forme modulaire de Hilbert

Soit F un corps totalement réel de degré d et f une forme modulaire de Hilbert de poids k = (k1, . . . ,kd) et de niveau N.
Soit k0 le maximum des ki et k0 le minimum des ki ; on suppose que ki ≡ k0 mod 2 pour tout i et k0 � 2. On pose
2v := (k0 −k1, . . . ,k0 −kd). Supposons que f soit propre pour l’action de l’algèbre de Hecke engendrée par tous les opérateurs
T (q), et soit K0 un corps de nombres qui contient les coefficients de Fourier de f. On fixe un nombre premier p, p > 2 et
des plongements Q ↪→ Qp et Q ↪→ C ; soit K la complétion de K0 dans Q par rapport au plongement fixé et O l’anneau
des entiers de K . On peut associer à f une représentation galoisienne ρf : Gal(F/F ) → GL2(K ), dont le determinant est
ψχk0−1, où ψ est un caractère de Hecke d’ordre fini qui correspond au Nebentypus de f et χ est le caractère cyclotomique
p-adique. Pour tout q idéal premier de F , notons aq(f) la valeur propre de T (q) sur f et αq et βq les racines du polynôme
caractéristique de T (q).

Soit Sym2(Mf) le carré symétrique du motif Mf associé à f, et soit ε un caractère de Hecke d’ordre fini ; on peut associer
à ces données, selon la recette de Deligne, une fonction L notée par L(s,Sym2(f), ε) et définie par un produit eulérien sur F .
Le facteur en q, pour presque tous q, est :

(
1 − ε(q)α2

qN (q)−s)(1 − ε(q)αqβqN (q)−s)(1 − ε(q)β2
qN (q)−s).

Soit n un entier dans l’intervalle [k0 − k0 + 1,k0 − 1] tel que εv(−1) = (−1)n−1 pour tout v | ∞. D’après [7], on connaît
l’existence de périodes Ω(n,Sym2(f), ε) telles que :

L(n,Sym2(f), ε)

Ω(n,Sym2(f), ε)
∈Q.

Supposons que f soit quasi-ordinaire, c’est-à-dire que p divise le niveau de f et la valeur propre de l’opérateur de Hecke
normalisé T0(p) = p−v T (p) sur f est une unité p-adique. Soit ω le caractère de Teichmüller de Z∗

p . On a le résultat sui-
vant [9] :

Théorème 2.1. Il existe une série formelle G(T ,Sym2(f)) dans O((T ))[p−1] telle que pour presque tout caractère d’ordre fini ε de
1 + pZp et n entier tel que k0 − k0 + 1 � n � k0 − 1, on a :

G
(
ε(u)un − 1,Sym2(f)

) = C
(
n, εω1−n)

E
(
n, εω1−n) L(n,Sym2(f), εω1−n)

Ω(n,Sym2(f), εω1−n)

où C(n, εω1−n) est un nombre algébrique non-nul et E(n, εω1−n) est le produit des facteurs d’Euler en p prédit par [3].
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En particulier, ce théorème nous donne des fonctions L p-adiques (au sens de l’introduction) pour les Q-motifs tordus à
la Tate (IndQ

F (Sym2(Mf)))(−n). Dans la suite, on pose L p(s,Sym2(f)) := G(us − 1,Sym2(f)), avec s ∈ Zp (sauf un nombre fini
de valeurs).

Le preuve du théorème suit la méthode classique utilisée par Hida dans [6] et se déroule de la façon suivante ; on dé-
finit la fonction L imprimitive L(s,Sym2(f), ε) comme EN(s, ε)L(s,Sym2(f), ε), où EN(s, ε) est un produit fini de certains
facteurs d’Euler pour des idéaux premiers divisant N et 2. La fonction L(s,Sym2(f), ε) peut être écrite comme le produit
de Petersson de f avec le produit de deux formes modulaires de Hilbert quasi holomorphes de poids demi entier : une sé-
rie thêta θ(ε) et une série d’Eisenstein E(k, s, ε). Les coefficients de Fourier de ces deux formes définissent des fonctions
p-adiques continues quand s et ε varient p-adiquement. On peut ainsi construire deux mesures : une mesure thêta et une
mesure d’Eisenstein, à valeurs dans les formes modulaires de Hilbert p-adiques de poids demi entier. On conclut en appli-
quant le produit de Petersson p-adique (voir [6]). On utilise la méthode de Schmidt [10] pour démontrer que, quand f n’a
pas multiplication complexe, la série formelle G(T ,Sym2(f)) appartient à O[[T ]][p−1].

Sous certaines hypothèses sur F , cette méthode a déjà été exploitée dans [11] pour la construction de la fonction L
p-adique associée à Sym2(Mf).

Dans le cas du carré symétrique d’une forme de Hilbert, les zéros triviaux apparaissent quand la forme f a un Nebentypus
trivial en p et n = k0 − 1.

Soit E une courbe elliptique modulaire sur F , c’est-à-dire qu’il existe une forme modulaire de Hilbert f de poids (2, . . . ,2)

telle que ρf soit la représentation de Galois associée au module de Tate de E . Supposons p � 5 et inerte dans F ; on a alors
le théorème suivant :

Théorème 2.2. Supposons que le conducteur de E soit sans facteurs carrés et divisible par 2 et p. Alors

dLp(s,Sym2(f))

ds

∣∣
∣∣
s=1

= L
(
Sym2(f)

)
E∗(1,1)

L(1,Sym2(f))

Ω(1,Sym2(f))
.

Avant d’esquisser la preuve du théorème, on remarque que l’hypothèse sur le conducteur de E en p nous donne ap(f) =
±1, et donc f est ordinaire. On sait qu’il existe une extension finie et plate I de O[[X]], une famille I-adique de formes de
Hilbert ordinaires F et un idéal premier P2 de I au-dessus de X + 1 − u2 telle que F mod P2 = f. On construit alors une
fonction L p(T ) ∈ I[[T ]] ; comme l’extension I/O[[T ]] est étale en P2, on peut voir L p(T ) comme une fonction analytique
L p(s,k), avec s dans Zp et k voisin de 2 p-adiquement. On a les propriétés suivantes :

(i) L p(s,2) = L p(s,Sym2(f)),
(ii) L p(s,k) est identiquement nulle sur la droite s = k − 1,

(iii) L p(1,k) = (1 − ap(F)−2(k))L∗
p(k) dans un voisinage de 2,

(iv) L∗
p(2) = L(1,Sym2(f))

Ω(1,Sym2(f))
.

Une telle fonction étant construite, la démonstration du théorème suit la méthode exposée dans [4] ; (i) et (ii) nous per-
mettent de relier la dérivée de L p(s,Sym2(f)) par rapport à s à la dérivée de L p(1,k) par rapport à k. Le calcul de cette
dérivée est fait avec (iii) et (iv), et on conclut avec un résultat présenté dans [8] qui relie la dérivée par rapport à k de
ap(F)(k) à l’invariant L, que l’on sait être non nul grâce à un théorème de théorie des nombres transcendants [1].

La construction de la fonction L p(T ) est faite comme dans le théorème 2.1, via le produit de Petersson p-adique de
F avec la convolution d’une mesure thêta et d’une mesure d’Eisenstein. La construction de la fonction L∗

p(k) est faite en
généralisant la construction de Greenberg–Tilouine ; dans ce cas, on prend le produit de Petersson p-adique de F avec un
produit d’une série thêta fixée et d’une mesure d’Eisenstein.

On remarque que la fonction L∗
p(k) a priori n’interpole que la valeur spéciale de la fonction L imprimitive L(s,Sym2(f))

et que les hypothèses sur le conducteur de E nous assurent que L(s,Sym2(f)) coïncide avec L(s,Sym2(f)).
L’hypothèse selon laquelle p est inerte est due au fait que cette méthode ne semble pas se généraliser au cas des zéros

triviaux d’ordre supérieur.
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