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Étant donnée une suite fn de points algébriques d’une variété X sur un corps de fonctions
de caractéristique zéro, K , avec une hauteur (normalisée) tendant vers l’infini, nous
construisons une dérivée de la suite dans P(Ω1

X/K ). La vraie (Oesterlé, 2002 [4]) conjecture
« a, b, c » sur les corps des fonctions est un corollaire immédiat. En principe, chaque
problème du type Mordell sur les corps des fonctions se réduit, par cette construction, au
problème hyperbolique correspondant sur la fibre générique, mais, malheureusement, une
telle conclusion est délicate en présence de mauvaise réduction. Les résultats présentés ici
– comme on les trouve dans McQuillan (2001) [3, §4.3] – ainsi qu’une autre approche de
la conjecture « a, b, c » par K. Yamanoi (2004) [5] ont été déjà reportés dans le cadre du
séminaire Bourbaki (Gasbarri, 2008 [1]).

© 2013 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

a b s t r a c t

Given a sequence of algebraic points fn of a variety X over a characteristic 0-function field
K of unbounded (normalised) height, we construct a limiting derivative in P(Ω1

X/K ). The
real (Oesterlé, 2002 [4]) “a, b, c” conjecture over function fields is an immediate corollary.
In principle, every Mordellic problem over function fields reduces to a hyperbolicity
problem on the generic fibre by way of the said construction, but, unfortunately, such a
conclusion is delicate in the presence of bad reduction. This – as found in McQuillan (2001)
[3, §4.3] – together with an alternative approach to the “a, b, c” conjecture by K. Yamanoi
(2004) [5] has already been reported in the Séminaire Bourbaki (Gasbarri, 2008 [1]).
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Soient S/C une courbe projective lisse de point générique K et ξ : X → S une famille semi-stable de courbes propres
au-dessus de S . Pour simplifier le discours, nous supposerons que X/C est lisse. Nous identifions les K -points f de X (les
points algébriques) avec les diagrammes commutatifs :

T −−−−→
f

X

⏐⏐�p
⏐⏐�ξ

S S
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où T /C est lisse connexe et p est fini. Pour chaque fibré en droites, L, sur X , on définit la hauteur normalisée de f par
rapport à L par :

hL( f ) = 1

(T : S)
L · f T

et le discriminant normalisé par :

discr
(

K ( f )/K
) = 1

(T : S)

[
degré de (Ramp)

]

qui, pour S fixe, et à une constante près, s’exprime également par : −χ(T )/(T : S), où χ(T ) est la caractéristique d’Euler
topologique de T . Notre but est de démontrer le théorème suivant comme corollaire du lemme ci-dessous.

Théorème. Pour chaque ε > 0, il existe une constante C(ε) > 0 telle que, pour tous les points algébriques f ,

hK X/S ( f ) � (1 + ε) · discr
(

K ( f )/K
) + C(ε)

où K X/S est le fibré canonique relatif.

Afin de comprendre l’hypothèse du lemme, supposons que, pour ε > 0, le théorème soit faux. Alors, il existe une suite
de points fn : Tn → X , n ∈N, telle que :

(a) Pour H sur X ample, hH ( fn) → ∞, quand n → ∞.
(b) −χ(Tn) est majoré par un multiple constant (ici 1 si H = K X/S ) de degré H · fn Tn .

En construisant les dérivées relatives du lemme, seulement les données (a) et (b) sont d’importance. Par conséquent,
supposons uniquement que X/C soit lisse et projectif, que ξ soit plat, avec chaque fibre géométrique au pire un diviseur
à croisements simples normaux, et les données (a) et (b). Alors, quitte à extraire une sous-suite, nous pouvons définir un
courant fermé positif, A, sur X , et un courant dérivé, A′ , sur P où π : P = P(Ω1

X/C
) → X par :

A(ω) = lim
n

1

H · fn Tn

∫
Tn

( fn)
∗ω, A′(τ ) = lim

n

1

H · fn Tn

∫
Tn

(
f ′
n

)∗
τ

où ω (respectivement τ ) est une forme différentielle du type (1,1) sur X (respectivement P ). Par construction, π∗(A′) = A.
Un peu plus généralement, soit q :X → X une gerbe séparée de Deligne–Mumford au-dessus de X telle que X soit lisse

et ramifiée au-dessus d’un diviseur D ⊂ X supporté dans les fibres de ξ : X → S et à croisements simples normaux. Par
[2, XIII, 5.3], dans un voisinage W d’un point de D , il existe des coordonnées xi , 1 � i � dim(X), et ni ∈ N, 1 � i � k, pour
1 � k � dim(X), telles que yi = (xi)

1/ni , 1 � i � k, et y j = x j , k < j � dim(X) soient les coordonnées sur un voisinage étale
de X . Soit 1∗ une fonction distance à ∗ et supposons que les composantes irréductibles Di de D soient lisses, alors, quitte
à prendre W plus petit :

ddc
( ∑

1�a�dim(X)

|xa|2
)

+
∑

i

ddc(12/ni
Di

)∣∣
W � ddc

( ∑
1�a�dim(X)

|ya|2
)

D’où, si ωX est une forme kählérienne sur X , il existe N ∈ N, tel que :

ωX := NωX +
∑

i

ddc(12/ni
Di

)

restreint à X est une forme kählérienne sur X . Par conséquent, si nous définissions φn : Tn → X par normalisation de la
composante de Tn ×X X qui domine Tn , l’aire des φn est majorée par rapport à ωX par N fois l’aire de fn par rapport à
ωX , et quitte à extraire une sous-suite, le courant A s’élève à un courant fermé positif, A sur X tel que q∗A= A. De plus,

−χ(Tn) �−χ(Tn) + D · fn Tn �−χ(Tn) + C(Tn : S)

avec C une constante, tandis que :

−C

∫
Tn

(φn)
∗ωX � L ·φ′

n
Tn � −χ(Tn)

avec L le fibré tautologique sur π :P := P(Ω1
X /C

) →X , C étant une autre constante. D’où, quitte à extraire une sous-suite,
il existe un relèvement A′ de A tel que (π)∗(A′) =A, et on constate :
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Lemme. Soit i : Q ↪→ P l’adhérence de Zariski de l’espace projectif tangent relatif à K , P(Ω1
X /S ⊗ K ), au-dessus du point générique,

alors il existe un courant positif fermé, B sur Q, tel que (π)∗(A′ − (i)∗(B)) = 0.

Démonstration. Par le théorème de Skoda–El Mir, nous pouvons écrire A′ comme (i)∗(B) + C pour les courants positifs
fermés avec B comme dans l’annonce, et C l’extension par 0 d’un courant positif fermé sur U = P\Q, et il faut démontrer
que (π)∗C = 0.

Pour un paramètre local s sur S , et un voisinage étale suffisamment petit, V → X , on trouve des coordonnées xi sur V ,
1 � i � dim(X), et mi ∈ Z�0 telles que, pour quelque k tel que 1 � k � dim(X), (ξq)∗s = xm1

1 . . . xmk
k . Par conséquent, le sous-

champ Q ↪→P est défini par la forme linéaire :

τ :=
∑

i

mi

(∏
j 	=i

x j

)
dxi ∈ Γ

(
V ,Ω1

X /C

)

et la condition selon laquelle la projectivisation, [t], d’un vecteur tangent, t , se trouve à une distance carrée d’au moins δ

de Q est équivalente à :

ωX (t, t) � 1

δ

[
τ ⊗ τ̄ (t, t)

]
.

Cependant, si m est le maximum des mi et V est assez petit,

τ ⊗ τ̄ � ds ⊗ ds̄

|s|2(1−1/m)

d’où l’existence d’une constante C qui ne dépend que de X et telle que :∫

(φ′
n)−1(distQ�δ)

(φn)
∗ωX � C

δ
(Tn : S) ; et le lemme suit. �

Appliquons le lemme à la démonstration du théorème, en prenant X/S une famille de courbes semi-stables. Soit d ∈ N

suffisamment grand, et Xd → X le champ de Deligne–Mumford obtenu en prenant une racine d-ème de chaque composante
irréductible, une à la fois, de chaque fibre à mauvaise réduction. La construction de Xd ne dépend pas de l’ordre dans lequel
on prend les racines des composantes, et le champ Xd/C est lisse. On prend X = Xd dans le lemme, avec A, Ad , A′

d , Bd les
courants fermés positifs sur X , Xd , etc. associés à une suite de points tels que le théorème soit faux. Par conséquent, si Ld
est le fibré tautologique sur P(Ω1

Xd/C
), on a :

i∗L · Bd � L · A′
d �  := lim sup

n

−χ(Tn)

H · fn Tn

et quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que  est une limite en n.
Le courant Bd est supporté sur le champ ρ (= π i) : Q d → Xd , qui est un éclatement aux points géométriques, {x}, de Xd

où les composantes à mauvaise réduction se rencontrent. Soit Edx ↪→ Q d le diviseur exceptionnel au-dessus d’un tel point, x.
On a :

i∗L = ρ∗(K X/S |Xd )

(
−

∑
x

Edx

)
.

Par conséquent, il sera suffisant de démontrer que Edx · Bd est assez petit. À cette fin, fixons x, et soient Cx , Dx les deux
composantes de la fibre de X → S qui passent par x ; Cdx , Ddx leurs racines dans Xd , et C̃dx , D̃dx leurs transformées propres
dans Q d . On a : ρ∗Cdx = C̃dx + Edx , et aussi,

Cx · A = dCdx · Ad = dπ∗(Cdx) · A′
d = dρ∗(Cdx) · Bd = 0

d’où, si λ� 0 est le nombre de Lelong générique de A sur la courbe Cx ,

Edx · Bd = −C̃dx · Bd � −λd C̃2
dx

= −λd
(
ρ∗Cdx − Edx

) · C̃dx = −λ

d

(
C2

x − 1
)

et en prenant d suffisamment grand par rapport à ε−1 ; on obtient :

K X/S · A �  + ε

2
. �
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