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Le théorème de Poincaré–Alexander stipule qu’une application holomorphe définie sur un
ouvert de la boule unité de C

n peut, sous certaines conditions, être prolongée en un
biholomorphisme de la boule unité. Dans le cadre presque complexe, la boule unité n’est
plus, à biholomorphisme près, le seul domaine strictement pseudoconvexe et homogène.
Un domaine strictement pseudoconvexe et homogène est biholomorphe à un « domaine
modèle ». Nous donnons dans cet article une généralisation du théorème de Poincaré–
Alexander pour les domaines modèles.
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a b s t r a c t

The Poincaré–Alexander Theorem states that holomorphic mappings defined on an
open subset of the unit ball of C

n may, under certain conditions, be extended to a
biholomorphism of the unit ball. In a complex manifold, every strongly pseudoconvex
homogeneous domain is biholomorphic to the unit ball. In an almost complex manifold,
the unit ball is not the only strongly pseudoconvex homogeneous domain. A strongly
pseudoconvex homogeneous domain is biholomorphic to a model domain. The aim of
this paper is to extend this theorem to model domains.

© 2013 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction et préliminaires

Dans une variété complexe, tout domaine strictement pseudoconvexe homogène est équivalent, à biholomorphisme près,
à la boule unité. Ce n’est plus le cas dans une variété presque complexe (M, J ), même lorsque la structure J est lisse
de classe C∞ : tout domaine strictement pseudoconvexe homogène est équivalent à un domaine modèle de la forme
(H, J B) (cf. définition 1.3). De plus, ∂H peut être muni d’une structure de groupe de Lie, qui dépend de la structure
presque complexe J B (cf. [6,8,9,3]). Les domaines modèles constituent donc une généralisation du groupe de Heisenberg
pour une variété presque complexe et l’étude de leurs propriétés a pour objectif de développer l’analyse géométrique dans
les variétés presque complexes. C’est dans ce but que nous donnons dans cet article une généralisation du théorème de
Poincaré–Alexander pour les domaines modèles.

Théorème 1.1. Soit n un entier strictement supérieur à 1. Soit (D, J ) un domaine modèle dans Cn. Soit p ∈ ∂ D. Soit U une boule
ouverte dans Cn, centrée en p.
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Soit f : U → C
n une application de classe C4 , pseudo-holomorphe sur U , telle que f (U ∩ ∂ D) ⊂ ∂ D. Si f est un difféomorphisme

local en p, alors f s’étend en un automorphisme de (D, J ).

Dans C
n (n > 1), le théorème de Poincaré–Alexander stipule que si U est une boule ouverte de C

n vérifiant U ∩ ∂Bn �= ∅

et si f : U ∩Bn →C
n est une application non constante, de classe C1 et holomorphe sur U ∩B

n , telle que f (U ∩∂Bn) ⊂ ∂Bn ,
où B

n désigne la boule unité dans C
n , alors f s’étend en un biholomorphisme de B

n .
Ce théorème a été démontré par H. Alexander dans [1] pour une application lisse, puis par S. Pinčuk [13,14] pour une

application C1 (cf. aussi [15, th. 15.3.8]).
La démonstration du théorème 1.1 repose en grande partie sur le théorème suivant :

Théorème 1.2. (Voir [11].) Soient Jmod et J ′
mod deux structures modèles sur Cn.

Soit U une boule ouverte centrée en 0 dans Cn. Soit f : ∂H ∩ U → ∂H une application CR de classe C4 . On suppose que f est un
difféomorphisme local en 0 et que f (0) = 0. Alors f est uniquement déterminée par ses jets d’ordre 2 en un point, et f est analytique
réelle.

Notons que le théorème 1.2 est distinct du résultat obtenu par D. Zaitsev [16], qui traite le cas où l’application CR est
un difféomorphisme lisse C∞ entre deux hypersurfaces dans deux variétés presque CR de même dimension, et des deux
résultats obtenus par F. Bertrand et L. Blanc-Centi [2], dont l’un traite le cas de la dimension réelle 4, et l’autre celui où la
structure presque complexe est une petite déformation de la structure standard.

La démonstration du théorème 1.2, donnée en détails dans [11], est totalement indépendante des travaux [2] et [16],
dont les approches sont basées respectivement sur les disques de Lempert et la théorie des formes normales de Moser. Elle
utilise la méthode de prolongation des systèmes d’équations aux dérivées partielles. Nous exprimons toutes les dérivées
d’ordre 3 de la fonction f comme des fonctions analytiques réelles des dérivées d’ordre inférieur ou égal à 2 de cette
fonction. La théorie des systèmes complets permet de conclure à l’analyticité de la fonction f [7].

La démonstration complète du théorème 1.1 se trouve dans [12] ; nous en donnons ici les principales idées.
Soient (M, J ) et (M ′, J ′) deux variétés presque complexes. Une application f : M → M ′ de classe C1 est dite

( J , J ′)-holomorphe, ou pseudo-holomorphe, si :

∀z ∈ M, d f z ◦ J z = J ′
f (z) ◦ d f z. (1)

Si f : (M, J ) �→ (M ′, J ′) est une bijection pseudo-holomorphe, on dira que f est un ( J , J ′)-biholomorphisme. On parlera
de J -automorphisme si (M ′, J ′) = (M, J ). Soit Aut(M, J ) le groupe des J -automorphismes de M . On dit que (M, J ) est
homogène si l’action de Aut(M, J ) sur M est transitive.

Étant donné une variété presque complexe (M, J ) de dimension complexe supérieure ou égale à 2, il n’existe pas, géné-
riquement, d’application pseudo-holomorphe à valeurs dans (M ′, J ′), y compris à valeurs dans le disque unité � de C muni
de la structure standard Jst. En revanche, il existe une infinité d’applications pseudo-holomorphes de (�, Jst) à valeurs dans
(M, J ) [10].

Soit Γ une sous-variété de (M, J ). Nous noterons TCΓ = C ⊗ T Γ le complexifié de l’espace tangent de Γ . On définit
l’espace tangent J -holomorphe de Γ par H1,0Γ = {Z ∈ TCΓ, J Z = i Z}.

Soient (M, J ) et (M ′, J ′) deux variétés presque complexes. Soient Γ et Γ ′ deux sous-variétés de M et M ′ . Une applica-
tion C1, f : Γ → Γ ′ est dite CR si f�{H1,0Γ } ⊂ H1,0Γ ′ .

Ainsi, si f : (M, J ) �→ (M ′, J ′) est une bijection pseudo-holomorphe et Γ est une sous-variété de M , alors l’application
f̃ = f |Γ définie sur Γ et à valeurs dans f (Γ ) = Γ ′ est CR.

De même, si Ω est un ouvert de M tel que Γ ∩ Ω est non vide, et f : (Ω, J ) �→ (M ′, J ′) est une bijection pseudo-
holomorphe, alors l’application f̃ = f |Γ ∩Ω définie sur Γ ∩ Ω et à valeurs dans f (Γ ∩ Ω) est CR.

Nous définissons maintenant les structures modèles. Nous utilisons les notations utilisées dans [6]. Une structure presque
complexe J sur C

n est dite structure modèle si le complexifié de la structure presque complexe J , noté JC , vérifie :

JC

(
∂

∂z j

)
= i

∂

∂z j
+

n−1∑
l=1

(
α

j
l zl + β

j
l zl

) ∂

∂zn
, pour j = 1, . . . ,n − 1, et JC

(
∂

∂zn

)
= i

∂

∂zn
.

Soit J une structure modèle sur C
n , et D = {z ∈C

n, Re(zn)+ P (z′, z′) = 0}, où P est un polynôme homogène du second de-
gré sur C

n−1 à valeurs réelles. Le couple (D, J ) est dit domaine modèle si D est strictement J -pseudoconvexe au voisinage
de l’origine.

Soit H le demi-espace de Siegel, défini par H = {z ∈ C
n, Re(zn) + |z′|2 < 0}, où z′ = (z1, . . . , zn−1). On notera ρ(z) =

Re(zn) + |z′|2 et Γ = ∂H.

Définition 1.3. Pour une matrice complexe antisymétrique B = (b j,k) j,k=1,...,n−1, on définit une structure presque complexe
modèle, J B , par sa complexification J B

C
:

J B
C

(
∂

∂z j

)
= i

∂

∂z j
+

n−1∑
b j,kzk

∂

∂zn
, pour j = 1, . . . ,n − 1, et J B

C

(
∂

∂zn

)
= i

∂

∂zn
.

k=1
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Les couples (H, J B) permettent de classifier les domaines modèles. En effet, en utilisant les résultats de [9], nous obte-
nons :

Proposition 1.4. Soit (D, J ) un domaine modèle dans Cn. Alors, il existe une matrice antisymétrique B telle que (D, J ) est biholo-
morphe à (H, J B). De plus, le biholomorphisme construit est un biholomorphisme global de Cn.

2. Idée de la démonstration du théorème 1.1

Si n = 2, nous savons, d’après [6], que toutes les structures modèles sont intégrables. Ainsi, dans les cas où n = 2 ou
n est supérieur ou égal à 3 et la structure J est intégrable, il existe, d’après [6, Prop. 2.3], un ( J , Jst)-biholomorphisme
global de C

n . En utilisant les théorèmes de Wong–Rosay [5] et de Fefferman [4], nous nous ramenons au théorème de
Poincaré–Alexander classique (cf. [12]).

Dans le cas où n est supérieur ou égal à 3 et où la structure J n’est pas intégrable, grâce à la proposition 1.4, nous
nous ramenons au cas particulier d’un domaine modèle de la forme (H, J B), où la structure J B est définie par une matrice
antisymétrique. Nous démontrons donc le théorème 1.1 dans ce cas particulier. Soit U une boule ouverte centrée en 0
dans C

n , soit F une application de classe C4 et pseudo-holomorphe sur U , qui vérifie F (0) = 0 et F (U ∩ Γ ) ⊂ Γ , telle que
F est un difféomorphisme local en 0. Nous allons montrer que l’application F s’étend en un automorphisme de (H, J B).

Lemme 2.1.

1. Le développement limité de F en 0 est de la forme :

F j(z, z) = a j
1z1 + · · · + a j

n−1zn−1 + o
(|z|2) pour j = 1, . . . ,n − 1, et Fn(z, z) = czn + o

(|z|2).
2. L’application G = (G1, . . . , Gn) définie sur Cn par :

G j(z, z) = a j
1z1 + · · · + a j

n−1zn−1 pour j = 1, . . . ,n − 1, et Gn(z, z) = czn (2)

est un automorphisme de (H, J B) dont le jet d’ordre 2 en 0 coïncide avec celui de F .

La structure J n’étant pas intégrable, d’après le résultat de [9], qui est valable localement, il existe une constante réelle c,
telle que :

∀z = (
z′, zn

) ∈ U , F (z, z) = (
F ′(z′), czn + φ

(
z′)), (3)

où φ est une application antiholomorphe (au sens standard) de U dans C et F ′ est une application holomorphe (au sens
standard) de U dans C

n−1. Enfin, par hypothèse, F (U ∩ Γ ) ⊂ Γ : l’application F̃ , restriction de l’application F à Γ ∩ U
est CR. La démonstration du point 1 est basée sur des calculs de développements limités. Elle utilise le fait que F est un
difféomorphisme local en 0 vérifiant F (0) = 0, que F vérifie les équations de pseudo-holomorphie (1) et que J B est une
structure modèle. Pour la démonstration du point 2, les travaux de K.H. Lee [9, proposition 6.1] donnent une caractérisation
des automorphismes de (H, J B), qui est vérifiée par l’application G . L’application F̃ est CR et vérifie les hypothèses du
théorème 1.2 : l’application F̃ est donc uniquement déterminée par son jet d’ordre 2 en 0. Les applications F̃ et G sont
donc égales sur U ∩ Γ . Ainsi, l’application F̃ se prolonge en un automorphisme de (H, J B).

D’après l’écriture (3), l’application F est analytique réelle sur U . Ses dérivées en 0 coïncident avec celles de l’applica-
tion G . Ce fait provient, d’une part de l’écriture (3) et de la définition de l’application G donnée dans (2), d’autre part de
l’égalités des applications F et G sur U ∩ Γ . Les applications F et G , analytiques réelles sur U ′ , ont des dérivées partielles
en 0 qui coïncident. Elles sont donc égales sur U , et l’application F se prolonge en un automorphisme de (H, J B). Ceci
termine la démonstration.
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