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Dans cet article, on établit, en dimension 2, un résultat mettant en évidence un léger gain
de régularité pour des grandeurs non linéaires par rapport à leur régularité apparente.
Plus précisément, on démontre que, si le champ de vecteurs v = (vi, v j) appartient à
L∞(0, T ; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1

0(Ω)), alors vi v j et ses dérivées premières appartiennent à
L2(0, T ;H1

z (Ω)), où H1
z (Ω) est l’espace de Hardy sur Ω .

© 2013 Publié par Elsevier Masson SAS pour l’Académie des sciences.

a b s t r a c t

The purpose of this work is to prove a two-dimensional result showing a small gain in
regularity for nonlinear quantities with respect to their apparent regularity. Precisely, we
prove that if a vector field v = (v1, v2) belongs to L∞(0, T ; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1

0(Ω)), then
vi v j and its first derivatives belong to L2(0, T ;H1

z (Ω)), where H1
z (Ω) is defined as the

Hardy space in Ω .
© 2013 Publié par Elsevier Masson SAS pour l’Académie des sciences.

Abridged English version

We define the generalized Hardy space introduced by E. Stein and G. Weiss [3], we denote H1 this space:

H1(
R

2) =
{

f ∈ L1(
R

2)/ sup
η�0

|hη � f | ∈ L1(
R

2)},

where hη(x) = η−2h( x
η ) � 0 belongs to C∞

0 (R2) and satisfies supp hη(x) ⊂ Bx
η ,

∫
R2 hη(x)dx = 1. In what follows, we use

Hardy spaces defined on bounded domains. Let Ω be an open bounded domain of R
2 verifying the strong local Lipschitz

property, we set H1
z (Ω) = { f ∈ L1(Ω)/ f z ∈H1(R2)}, where f z is the zero extension of f to R

2. Every function f of H1
z (Ω)

verifies
∫
Ω

f dx = 0. A norm on this space is given by ‖ f ‖H1
z (Ω) = ‖ f z‖H1

z (R
2) . We define the Hardy–Sobolev space W 1H1

z (Ω)

as the functions φ in H1
z (Ω) whose derivatives ∂φ

∂xi
belong also to H1

z (Ω) for i = 1,2. We denote by W 1
0H1

z (Ω) the closure

of C∞
0 (Ω) in W 1H1

z (Ω) and we introduce the following norm ‖φ‖W 1
0H1

z (Ω) = ‖div φ‖H1
z (Ω) + ‖ curlφ‖H1

z (Ω) .
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Theorem 0.1. Let v ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1
0(Ω)), then vi v j ∈ L2(0, T ; W 1H1

z (Ω)) ∀i, j ∈ {1,2}.

Remark 1 (Fluid mechanics). If v ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1
0(Ω)) (the Navier–Stokes velocity field compactness), this

result provides (v.∇)v in L2(0, T ;H1
z (Ω)), where (v.∇)v is the advection term in the Saint–Venant equations. The div–curl

Lemma [1] leads to the same compactness for (v.∇)v , but needs div v = 0.

Remark 2. In the two-dimensional case, the Gagliardo–Nirenberg inequality shows that there exists a constant CGN > 0 such
that ‖u2‖L2(Q ) = ‖u‖2

L4(Q )
� CGN‖u‖L∞(0,T ;L2(Q ))‖u‖L2(0,T ;H1

0(Ω)) . Theorem 0.1 seems to improve this results; in particular, it

proves that there exists a constant C > 0 such that:∥∥u2
∥∥

L2(0,T ;W 1H1
z (Ω))

� C‖u‖L∞(0,T ;L2(Q ))‖u‖L2(0,T ;H1
0(Ω)).

The proof of this theorem is deduced from the following two results given in Lemma 0.2 and Lemma 0.3.

Lemma 0.2. If v ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1
0(Ω)), then curl(v j v) ∈ L2(0, T ;H1

z (Ω)) ∀ j ∈ {1,2}.

Abridged proof of Lemma 0.2. It follows, as v ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1
0(Ω)), we extend v and

∂v j
∂xi

by 0 on R
2 − Ω .

For all x ∈ Ω , we denote by Bx
η the ball of R2 of center x and radius η. On each ball Bx

η , we can always use the following

unique decomposition for v = ∇px
η + Curl qx

η with Curl q = (
∂q
∂x2

,− ∂q
∂x1

), px
η ∈ H1(Bx

η) and qx
η ∈ H1

0(Bx
η). Obviously, if Bx

η and

Bx′
η′ are two balls such that B∩ = Bx

η ∩ Bx′
η′ 
= ∅, then on each ball, v has a unique decomposition and we do not have

necessarily Curl qx
η = Curl qx′

η′ on B∩ . However, we have curl v = curl Curl qx
η = curl Curl qx′

η′ on B∩ . �
On each ball Bx

η , we have the decomposition curl(v j v) = curl(v j Curl qx
η)−∇px

η Curl v j . Each term of the second member
is estimated separately by using the properties of the decomposition v = ∇px

η + Curl qx
η on each ball. We obtain a bound on

curl(v j v) in L2(0, T ;H1
z (Ω)), which does not depend on η.

Lemma 0.3. If v ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1
0(Ω)) then div(v j v) ∈ L2(0, T ;H1

z (Ω)) ∀ j ∈ {1,2}.

Abridged proof of Lemma 0.3. We have div(v j v) = − curl(v jα(v)) with α(v) = (−v2, v1). Moreover, on each ball Bx
η , we

use the unique decomposition α(v) in the following way α(v) = ∇rx
η + Curl sx

η with rx
η ∈ H1(Bx

η) and sx
η ∈ H1

0(Bx
η). We

remark that −div(v j v) = curl(v jα(v)) = curl(v j Curl sx
η) − Curl v j∇rx

η and we follow the proof of Lemma 0.2 to obviously
deduce the announced result. �
1. Introduction

On définit l’espace de Hardy généralisé introduit par E. Stein et G. Weiss [3], que nous noterons H1(R2) = { f ∈
L1(R2)/ supη�0 |hη � f | ∈ L1(R2)}, où hη(x) = η−2h( x

η )� 0 appartient à C∞
0 (R2) et vérifie supp hη(x) ⊂ Bx

η ,
∫
R2 hη(x)dx = 1.

Dans la suite, on utilise des espaces de Hardy définis sur des domaines bornés lipschitziens et, en particulier, on pose
H1

z (Ω) = { f ∈ L1(Ω)/ f z ∈ H1(R2)}, où f z est le prolongement de f par 0 dans R
2 [2]. Notons que toute fonction f

dans H1
z (Ω) vérifie

∫
Ω

f dx = 0. Une norme sur cet espace est donnée par ‖ f ‖H1
z (Ω) = ‖ f z‖H1

z (R
2) . On définit l’espace

de Hardy–Sobolev W 1H1
z (Ω) comme l’ensemble des fonctions φ de H1

z (Ω) dont les dérivées ∂φ
∂xi

appartiennent aussi à

H1
z (Ω). On note W 1

0H1
z (Ω) la fermeture de C∞

0 (Ω) dans W 1H1
z (Ω). On munit W 1

0H1
z (Ω) de la norme ‖φ‖W 1

0H1
z (Ω) =

‖divφ‖H1
z (Ω) + ‖ rotφ‖H1

z (Ω) .

2. Un résultat de compacité en dimension deux

Théorème 2.1. Soit Ω un ouvert borné de R2 et v = (v1, v2) ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1
0(Ω)), alors :

vi v j ∈ L2(0, T ; W 1H1
z (Ω)

) ∀i, j ∈ {1,2}.

Lemme 2.2. Si v ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1
0(Ω)), alors : rot(v j v) ∈ L2(0, T ;H1

z (Ω)) ∀ j ∈ {1,2}.

Preuve du Lemme 2.2. Dans ce qui suit, comme v ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1
0(Ω)), on prolonge v et

∂v j
∂xi

par 0 sur

R
2 − Ω . Pour tout x ∈ Ω , on note Bx

η la boule de R
2 de centre x et de rayon η. Sur chaque boule Bx

η , on peut toujours

décomposer v de façon unique sous la forme v = ∇px
η + Rot qx

η , avec Rot q = (
∂q

,− ∂q
), px

η ∈ H1(Bx
η) et qx

η ∈ H1(Bx
η). Si Bx

η
∂x2 ∂x1 0
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et Bx′
η′ sont deux boules telles que B∩ = Bx

η ∩ Bx′
η′ 
= ∅, alors, sur chacune de ces boules, v se décompose de façon unique, et

il est clair que l’on n’a pas nécessairement Rot qx
η = Rot qx′

η′ sur B∩ . Toutefois, on a rot v = rot Rot qx
η = rot Rot qx′

η′ sur B∩ . Cette
propriété sera utile par la suite. Sur chaque boule Bx

η , on a la décomposition : rot(v j v) = rot(v j Rot qx
η) − ∇px

η Rot v j . On
estime séparément chacun des termes du second membre en utilisant les propriétés de la décomposition v = ∇px

η + Rot qx
η

sur chaque boule. On obtient une borne de rot(v j v) dans L2(0, T ;H1
z (Ω)) indépendante de η.

1re étape – Estimation de ∇px
η Rot v .

On adapte le théorème div–rot [1] au terme ∇px
η Rot v j :

∣∣∇px
η Rot v j ∗ hη(x)

∣∣ =
∣∣∣∣
∫
Bx

η

(∇px
η Rot v j

)
(y)

1

η2
h

(
x − y

η

)
dy

∣∣∣∣.

Comme hη(x) est à support compact sur Bx
η , il vient :

∣∣∇px
η Rot v j ∗ hη(x)

∣∣ =
∣∣∣∣
∫
Bx

η

∇px
η(y)

(
v j − v j

η

)
(y)

1

η2
Rot h

(
x − y

η

)
dy

∣∣∣∣

où v j = −
∫

Bx
η

v j dy et ∇px
η = v − Rot qx

η . Si on pose C0 = π‖Rot h‖∞ et mes(Bx
η) = πη2, on obtient :

∣∣∇px
η Rot v j ∗ hη(x)

∣∣ � C0 −
∫
Bx

η

∣∣∣∣ v j(y) − v j

η

∣∣∣∣∣∣v(y)
∣∣dy + C0 −

∫
Bx

η

∣∣v j(y) − v j
∣∣∣∣∣∣Rot qx

η(y)

η

∣∣∣∣dy.

Avec l’inégalité de Hölder, en posant 1
β

+ 1
β ′ = 1, on a :

∣∣∇px
η Rot v j ∗ hη(x)

∣∣ � C1

(
−
∫
Bx

η

∣∣∣∣ v j(y) − v j

η

∣∣∣∣
β ′

dy

) 1
β′ (

−
∫
Bx

η

|v|β dy

) 1
β

+ C1

(
−
∫
Bx

η

∣∣v j(y) − v j
∣∣β dy

) 1
β
(

−
∫
Bx

η

∣∣∣∣Rot qx
η

η

∣∣∣∣
β ′

dy

) 1
β′

.

On applique ensuite l’inégalité de Sobolev–Poincaré avec 1
α − 1

2 = 1 − 1
β

= 1
β ′ . Il vient, d’une part :

(
−
∫
Bx

η

∣∣∣∣ v j(y) − v j

η

∣∣∣∣
β ′

dy

) 1
β′
� C2

(
−
∫
Bx

η

|∇v j|α dy

) 1
α

et, d’autre part, comme −
∫

Bx
η

Rot qx
η dy = 0, Rot qx

η.n = 0 sur ∂ Bx
η et rot v = rot Rot qx

η sur Bx
η , il est clair, d’après l’inégalité de

Sobolev–Poincaré, que ( −
∫

Bx
η
| Rot qx

η

η |β ′
dy)

1
β′ � C3( −

∫
Bx

η
| rot v|α dy)

1
α . Ainsi,

sup
η>0

∣∣∇px
η Rot v j ∗ hη(x)

∣∣ � C4

(
sup
η>0

−
∫
Bx

η

|∇v j|α dy

) 1
α
(

sup
η>0

−
∫
Bx

η

|v|β dy

) 1
β

+ C5

(
sup
η>0

−
∫
Bx

η

∣∣v j(y) − v j
∣∣β dy

) 1
β
(

sup
η>0

−
∫
Bx

η

| rot v|α dy

) 1
α

avec :

(
sup
η>0

−
∫
Bx

η

∣∣v j(y) − v j
∣∣β dy

) 1
β

�
(

sup
η>0

−
∫
Bx

η

∣∣v j(y)
∣∣β dy

) 1
β

+ sup
η>0

−
∫
Bx

η

∣∣v j(y)
∣∣ dy.

En posant, pour tout x, supη>0 −
∫

x | f |dy = M( f )(x), on a :
Bη
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∫
Ω

sup
η>0

∣∣∇px
η Rot v j ∗ hη(x)

∣∣ dx � C4

∫
Ω

(
M

(|∇v j|α
)) 1

α
(
M

(|v|β)) 1
β dx

+ C5

∫
Ω

(
M

(|v j|β
)) 1

β
(
M

(| rot v|α)) 1
α dx + C5

∫
Ω

(
M

(|v j|
))(

M
(| rot v|α)) 1

α dx.

On utilise à nouveau l’inégalité de Hölder 1
p + 1

p′ = 1 :

∫
Ω

sup
η>0

∣∣∇px
η Rot v j ∗ hη(x)

∣∣ dx � C6
∥∥M

(|∇v j|α
)∥∥ 1

α

L
p
α (Ω)

∥∥M
(|v|β)∥∥ 1

β

L
p′
β (Ω)

+ C7
∥∥M

(|v j|β
)∥∥ 1

β

L
p′
β (Ω)

∥∥M
(| rot v|α)∥∥ 1

α

L
p
α (Ω)

+ C8
∥∥M

(|v j|
)∥∥

L p′
(Ω)

∥∥M
(| rot v|α)∥∥ 1

α

L
p
α (Ω)

.

En choisissant β < p′ et α < p, on peut appliquer le théorème maximal de Hardy–Littlewood :∫
Ω

sup
η>0

∣∣∇px
η Rot v j ∗ hη(x)

∣∣ dx � C9‖∇v j‖L p(Ω)‖v‖L p′
(Ω)

+ C10‖v j‖L p′
(Ω)

‖ rot v‖L p(Ω).

Si on fixe p = p′ = 2, comme v ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1
0(Ω)), alors :∫

Ω

sup
η>0

∣∣∇px
η Rot v j ∗ hη(x)

∣∣ dx � C(t) ∈ L2(0, T ).

Remarque 1. Dans les étapes précédentes, il suffit de poser α = 4
3 , β = 4

3 , β ′ = 4 pour se convaincre de la compatibilité des
contraintes imposées sur ces paramètres.

Finalement, comme
∫
Ω

∇px
η Rot v j dx = 0 et ∇px

η Rot v j = 0 sur R
2 − Ω (car on a prolongé v j et

∂v j
∂xi

par 0 sur R
2 − Ω),

on obtient :

∇px
η Rot v j ∈ L2(0, T ;H1

z (Ω)
)
. (1)

2e étape – Estimation de rot(v j Rot qx
η).

On a :

∣∣rot
(

v j Rot qx
η

) ∗ hη(x)
∣∣ =

∣∣∣∣
∫
Bx

η

1

η2
Rot h

(
x − y

η

)
v j(y)

Rot qx
η(y)

η
dy

∣∣∣∣

et avec l’inégalité de Hölder, si 1
β

+ 1
β ′ = 1 :

∣∣rot
(

v j Rot qx
η

) ∗ hη(x)
∣∣ � C1

∣∣∣∣
(

−
∫
Bx

η

|v j|β
) 1

β
(

−
∫
Bx

η

( |Rot qx
η |

η

)β ′) 1
β′ ∣∣∣∣.

Comme −
∫

Bx
η

Rot qx
η dy = 0, Rot qx

η.n = 0 sur ∂ Bx
η et rot v = rot Rot qx

η sur Bx
η , il est clair, avec l’inégalité de Sobolev–Poincaré,

que ( −
∫

Bx
η
| Rot qx

η

η |β ′
dy)

1
β′ � C2( −

∫
Bx

η
| rot v|α dy)

1
α avec 1

α − 1
2 = 1 − 1

β
= 1

β ′ .

Ainsi, en posant pour tout x, supη>0 −
∫

Bx
η
| f | = M( f )(x), on obtient :

∫
Ω

sup
η>0

∣∣rot
(

v j Rot qx
η

) ∗ hη(x)
∣∣ dx � C4

∫
Ω

(
M

(|v j|β
)) 1

β
(
M

(| rot v|α)) 1
α dx

et toujours avec l’inégalité de Hölder, si 1
p + 1

p′ = 1 :

∫
sup
η>0

∣∣rot
(

v j Rot qx
η

) ∗ hη(x)
∣∣ dx � C5

∥∥M
(|v j|β

)∥∥ 1
β

L
p
β (Ω)

∥∥M
(| rot v|α)∥∥ 1

α

L
p′
α (Ω)

.

Ω
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En choisissant β < p = 2 et α < p′ = 2, le théorème du maximum de Hardy–Littlewood donne :∫
Ω

sup
η>0

∣∣rot
(

v j Rot qx
η

) ∗ hη(x)
∣∣ dx � C6‖v j‖L2(Ω)‖ rot v‖L2(Ω) ∈ L2(0, T ).

Finalement, comme
∫
Ω

rot(v j Rot qx
η)dx = 0 et rot(v j Rot qx

η) = 0 sur R
2 −Ω (car on a prolongé v j et

∂v j
∂xi

par 0 sur R
2 −Ω),

on obtient :

rot
(

v j Rot qx
η

) ∈ L2(0, T ;H1
z (Ω)

)
. (2)

Des estimations (1) et (2), on tire le résultat annoncé dans le Lemme 2.2. �
Lemme 2.3. Si v ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1

0(Ω)), alors div(v j v) ∈ L2(0, T ;H1
z (Ω)) ∀ j ∈ {1,2}.

Preuve du Lemme 2.3. On remarque que div(v j v) = − rot(v jα(v)) avec α(v) = (−v2, v1). Sur chaque boule Bx
η , on dé-

compose α(v) de façon unique sous la forme : α(v) = ∇rx
η + Rot sx

η avec rx
η ∈ H1(Bx

η) et sx
η ∈ H1

0(Bx
η). On remarque que

−div(v j v) = rot(v jα(v)) = rot(v j Rot sx
η)− Rot v j∇rx

η et on procède alors comme dans le Lemme 2.2. On prouve successive-
ment que :∫

Ω

sup
η>0

∣∣Rot v j∇rx
η ∗ hη(x)

∣∣ dx � C1‖∇v j‖L2(Ω)

∥∥α(v)
∥∥

L2(Ω)
+ C2‖v j‖L2(Ω)

∥∥rotα(v)
∥∥

L2(Ω)
∈ L2(0, T ),

∫
Ω

sup
η>0

∣∣rot
(

v j Rot sx
η

) ∗ hη(x)
∣∣ dx � C3‖u j‖L2(Ω)

∥∥rotα(u)
∥∥

L2(Ω)
∈ L2(0, T )

d’où l’on déduit le résultat annoncé. �
Preuve du Théorème 2.1. La preuve du théorème est une simple conséquence des Lemmes 2.2 et 2.3. �
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