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1. Introduction

Cette note fait suite à [6] où l’on déduisait un théorème de pureté locale en un point en caractéristique zéro, similaire 
au théorème de pureté locale de Deligne–Gabber de [5], à partir du théorème de décomposition sur le complémentaire d’un 
point dans une boule centrée en ce point. Ici, nous montrons comment ce théorème de pureté locale en un point permet 
d’étendre le théorème de décomposition au centre de la boule, ce qui donne une preuve par récurrence simultanée du 
théorème de pureté locale et du théorème de décomposition.

Nous reprenons les notations de [6]. Soit f : X → V un morphisme projectif de variétés algébriques complexes, L̃ une 
variation de structures de Hodge (VSH) polarisée sur un ouvert Ω lisse de X de dimension m, j : Ω → X , L := L̃[m] le 
complexe réduit à L̃ en degré −m, et j!∗L l’extension intermédiaire de L. Soit v un point de V , il s’agit à présent d’étendre 
le résultat de décomposition de R f∗ j!∗L sur V − v au point v à partir du résultat sur la pureté locale en ce point.

En réalité, il y a deux décompositions de natures bien distinctes. L’une consiste à décomposer une cohomologie perverse 
pHi(R f∗( j!∗L)) en une somme directe canonique d’extensions intermédiaires. L’autre consiste à décomposer le complexe en 
une somme directe de ses propres cohomologies perverses décalées (voir [3,4]).

Ayant choisi d’utiliser des complexes logarithmiques, on s’intéresse particulièrement à des fibrations par des DCN sur les 
strates au sens de ([6], Définition 3.1), ce qui permet d’utiliser une SHM sur le complémentaire d’un diviseur à croisements 
normaux (DCN) à chaque pas du raisonnement de récurrence. On peut toujours se réduire à ce cas en transformant la 
variété X à l’aide d’une désingularisation adaptée à L et à une stratification de Thom–Whitney de f .
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Hypothèse de récurrence. Soit f : X → V une fibration par des DCN sur les strates d’une stratification de Thom–Whitney S
de f , et V j la réunion des strates de V de dimension ≤ j. Par hypothèse, on suppose que la décomposition s’applique sur 
l’ouvert U j := V − V j pour j < n. Le pas de récurrence consiste à étendre la décomposition à U j−1 le long de V j − V j−1, ce 
que l’on fait localement au voisinage de tout point v d’une strate S j . Par construction, l’image réciproque de la strate S j est 
une fibration par des DCN dans X relatifs sur la strate S j .

Morphismes d’intersection. Il est naturel d’exprimer le résultat en termes de morphismes d’intersection I qui sont l’une des 
révélations de la théorie dans [1] et dont l’importance apparaît avec les stratifications. Soit X Sl := f −1(Sl) l’image réciproque 
d’une strate Sl de dimension l ≤ n, on pose i X Sl

: X Sl → X , fl : X Sl → Sl . Le morphisme d’intersection I Sl , définissant les 
images Li

l :

I Sl : Ri!X Sl
j!∗L → i∗X Sl

j!∗L, Li
l = im

[
R−l+i fl∗

(
Ri!X Sl

j!∗L
) I Sl→ R−l+i fl∗

(
i∗X Sl

j!∗L
)]

, (1)

est induit sur Sl par le composé du morphisme i X Sl
∗Ri!X Sl

j!∗L → j!∗L et du morphisme de restriction j!∗L → i X Sl
∗i∗X Sl

j!∗L. 

Sous l’hypothèse de fibration sur les strates de V , les images Li
l de I Sl sont des systèmes locaux sur les différentes strates. 

Ces Li
l sont en fait des VSH de poids a + i − l si L est de poids a, car Li

l est l’image d’une variation de SHM de poids ω ≥
a + i − l dans une variation de SHM de poids ω ≤ a + i − l et, de plus, le tout est calculé avec des complexes logarithmiques 
en X Sl DCN relatifs sur Sl .

Lefschetz difficile. Il faut démontrer, par la même récurrence, l’isomorphisme de Lefschetz sur la cohomologie perverse pour 
le cup-produit itéré avec la classe η d’une section hyperplane. Nous le vérifions sur les termes de la formule explicite (1).

Théorème 1.1 (Décomposition de la cohomologie perverse). Sous les conditions de l’hypothèse de récurrence, soit n la dimension de V , 
S une stratification de Thom–Whitney de f , i j : V j → V la réunion des strates de dimension ≤ j pour tout j ≤ n, et k j : (V −V j) → V .

(i) Supposons que la cohomologie perverse en tout degré i de K = R f ∗ j!∗L se décompose sur l’ouvert V − V j en une somme 
directe d’extensions intermédiaires de VSH Li

l (1) sur les strates Sl de V ∗
l := Vl − Vl−1 pour tout l > j, i Sl : Sl → V :

pHi
(K )|V −V j � ⊕Sl⊂V ∗

l
j<l≤n k∗

j i Sl !∗Li
l [l].

Alors la suite exacte longue de cohomologie perverse pHi
((i j)∗R(i j)

!K ) 
pαi→ pHi

(K ) 
pρi→ pHi

(Rk j∗K |V −V j ) 
pδi→ donne lieu à une 

suite exacte courte : 0 → im pαi → pHi
(K ) 

pρi→ im pρi → 0 de faisceaux pervers, qui est scindée sur V − V j−1 :

im pαi = ker pρi �
⊕

S j⊂V ∗
j

i S j !∗L
i
j et im pρi = (k j)!∗k∗

j
pHi(K ) �

Sl⊂V ∗
l⊕

j<l≤n

iSl !∗L
i
l [l],

et qui se décompose en termes de Li
l pour l > j à droite et Li

j à gauche.

(ii) Lefschetz difficile : si on suppose par récurrence ηi : pH−i
(R f∗ j!∗L)|V −V j

∼→ pHi
(R f∗ j!∗L)|V −V j , est un isomorphisme sur 

l’ouvert V − V j , alors ηi s’étend en un isomorphisme au-dessus de V − V j−1 .

Corollaire 1.2.

(i) Le cup-product avec la classe d’une section hyperplane définit des isomorphismes ηi : pH−i
(K ) → pHi

(K ) pour i ≥ 0, et par 
conséquent le complexe K se décompose dans la catégorie dérivée en une somme directe de ses cohomologies perverses décalées, 
qui se décomposent à leur tour en une somme directe d’extensions intermédiaires :

K =
⊕
i∈Z

pHi
(K )[−i] et pHi(K ) �

Sl⊂V ∗
l⊕

0≤l≤n

iSl !∗L
i
l [l].

(ii) Le théorème de décomposition se déduit pour tout morphisme projectif à partir du cas d’un morphisme fibré par des DCN sur les 
strates.

L’ensemble de ces résultats donne une nouvelle démontration du théorème de décomposition à l’aide d’une récurrence 
sur la dimension décroissante des strates d’une stratification de Thom–Whitney S convenable de la base V et du mor-
phisme f reflétant ainsi une propriété topologique du morphisme algébrique. La preuve n’utilise pas la théorie des cycles 
évanescents et diffère des preuves actuelles, que nous citons en références [1,8].
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2. Preuve de la décomposition de la cohomologie perverse et du complexe (théorème 1.1)

Début de la récurrence. La situation est celle d’un morphisme projectif de variétés algébriques complexes f : X → V où X
est lisse et d’une VSH polarisée définie sur un système local L̃ sur le complémentaire d’un DCN Y dans X de dimension 
m et soit L := L̃[m]. On onsidère l’ouvert U formé par la réunion des grandes strates lisses d’une stratification de V de 
dimension n tel que la restriction de f au-dessus de U soit lisse et propre et que le complémentaire de U dans V soit 
égal à la réunion Vn−1 des strates de dimension ≤ n − 1 contenant le lieu singulier de V et d’image réciproque XVn−1

un DCN dans X . On peut supposer le complémentaire Y de l’ouvert de définition Ω du système local L un DCN dans X , 
réunion de XVn−1 et d’un DCN horizontal noté Yh tel que YU := Y ∩ f −1(U ) = Yh ∩ f −1(U ) soit un DCN dans f −1(U ) relatif 
au-dessus de U et ne contenant pas de fibre de f .

Alors, la famille de cohomologie d’intersection des fibres forme une VSH sur U . Dans ce cas, les faisceaux images di-
rectes supérieures Ri f∗ j!∗L coïncident avec les cohomologies perverses : pHi(R f∗( j!∗L)) = Hi(R f∗( j!∗L)), le théorème de 
Lefschetz difficile s’applique, et par conséquent les résultats de [3] aussi, d’où la décomposition sur U .

Réduction du pas de récurrence pour une fibration par des DCN sur les strates au cas d’une strate de dimension zéro. Par construction, 
l’image réciproque XV i := f −1(V i) de la réunion des strates de dimension ≤ i pour i ∈ [0, n] est un DCN dans X et pour 
chaque strate Sl de dimension l, X Sl = f −1(Sl) est un DCN relatif ([6], Définition 3.1).

Dans ce cas, la stratification est dite adaptée à f et L. L’espace Y contient donc les singularités de L et de f de sorte 
que l’on puisse utiliser des complexes logarithmiques pour la théorie de Hodge à coefficients dans L sur X ([2], 8.3.3, 

theorem 8.3.14) et [7]. Nous utilisons les notations suivantes : (X − XVl ) 
jl→ X

i′l←↩ XVl , (V − Vl) 
kl→ V

il←↩ Vl , f : X → V et 
fl : Xl → Vl , enfin V ∗

l := Vl − Vl−1 désigne la réunion (éventuellement vide) des strates de dimension l. On écrit i Sl : Sl → Sl
pour chaque strate et, de même, avec abus de notation i Sl : Sl → V .

Tout point v d’une strate Sl admet un voisinage B v muni d’une projection g : B v → Dl dans un produit de disques telle 
que son composé g ◦ ( f |XB v

) avec la restriction de f soit lisse et que XB v ∩Sl soit un DCN dans XB v relatif sur B v ∩ Sl . 
Pour tout point t de B v ∩ Sl , la fibre de g au-dessus du point g(t) ∈ Dl est une section normale Nt de Sl au point t
d’image réciproque lisse XNt contenant le DCN Xt . Les données sur X se réduisent à des données correspondantes sur XNt . 
En particulier, le complexe logarithmique à coefficients et ses filtrations W et F sur X ont une bonne réduction en un 
complexe logarithmique sur XNv muni des filtrations W et F construites directement sur XNv , ce qui nous ramène au cas 
d’une strate de dimension zéro d’une stratification sur Nv , auquel cas on dispose du théorème de pureté locale au point v
de la section normale Nv à Sl .

Cas d’une strate de dimension zéro. Si v est un point dans V 0. On va montrer que la pureté locale aux points v de la réunion 
V 0 des strates de dimension zéro permet d’étendre la décomposition de V − V 0 à V . La preuve étant locale, on peut 
supposer V projective et V 0 réduit à un point v . On écrit alors : kv : (V − {v}) → V , iv : {v} → V , i Xv : Xv = f −1(v) → X , 
et jv : (X − Xv) → X .

La suite exacte du théorème est associée au triangle sur V : iv∗Ri!v(K ) α→ K
ρ→ Rkv∗K |V −{v}

[1]→ et, de plus, on a : 
pHi

(iv∗Ri!v K ) � iv∗Hi(Ri!v K ).
Afin de calculer successivement im pρi , im pαi et de prouver le scindage dans pHi(K ), il nous est utile de signaler d’abord 

le calcul de cohomologie perverse de Rkv∗ K |V −{v} sous l’hypothèse de la décomposition (théorème 1.1(i)) sur V − v :

Lemme 2.1. Soit Sl une strate de V , v un point de la strate V 0 dans l’adhérence de Sl , et K ′ := ⊕
j(i Sl )!∗L

j
l [l − j] une somme directe 

de systèmes locaux sur Sl. On a :

(i) une suite exacte courte pour tout i

0 → (i Sl )!∗
(
Li

l [l]
) → pHi(Rkv∗k∗

v K ′) h→
⊕
j≤i

Rikv∗
(
k∗

v(i Sl )!∗L
j
l [l − j]) → 0 (2)

où le dernier terme est un faisceau en degré zéro de support v.
(ii) H0(i∗v pHi

(Rkv∗k∗
v K ′)) � ⊕

j≤i Rikv∗(k∗
v (i Sl )!∗L

j
l [l − j]) � Rikv∗(k∗

v (pτ≤i K ′)).

(iii) en particulier un morphisme ϕ à valeur dans pHi
(Rkv∗k∗

v K ′) se factorise par (i Sl )!∗(Li
l [l]) si h ◦ ϕ = 0.

Suite de la preuve. Il suffit de considérer le cas V j = V 0 égal à un point {v} dans l’énoncé du théorème.

1) Calcul de l’image de pρi . Par définition du foncteur extension intermédiaire ([1], 1.4.22, p. 54), on a :

(kv)!∗pHi(k∗
v K ) = im

(pHi(R(kv)!k∗
v K )

pγi→ pHi(R(kv)∗k∗
v K )

)
D’après l’hypothèse de (1.1(i)), ceci est aussi égal à 

⊕Sl⊂V ∗
l

0<l≤n (i Sl )!∗Li
l [l] où V ∗

l = Vl − Vl−1, dimSl = l. Le morphisme pγi se 

factorise en pγi = pρi ◦ pβi : pHi(R(kv )!k∗
v K )

pβi→ pHi(K )
pρi→ pHi(R(kv )∗k∗

v K ) ; on en déduit :
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im pρi ⊃
Sl∈V ∗

l⊕
0<l≤n

(i Sl )!∗L
i
l [l] = im pγi .

Pour obtenir l’égalité im pρi = im pγi , il suffit de prouver, d’après le lemme 2.1(iii), que le morphisme pρ0
i , induit par pρi

sur la cohomologie en degré zéro, s’annule :

H0(i∗v pHi(K )
) pρ0

i−→ H0(i∗v pHi(Rkv∗k∗
v K )

) �
Sl∈V ∗

l⊕
0<l≤n, j≤i

Rikv∗
(
k∗

v iSl !∗L
j
l [l − j]).

Interprétation du morphisme pρ0
i . On considère de petits voisinages B v de v et B Xv de Xv et on interprète le morphisme pρ0

i

comme un morphisme H0(B v , pHi(K )) → H
0(B v − v, pHi(K )) � Gr

pτ
i H

i(B Xv − Xv , j!∗L). En effet : Hi(B v , pτ≤i K ) �
H

i(B v , pHi(K )[−i]) car Hi(B v , pτ<i K ) = Hi(i∗v(pτ<i K )) = 0 et Hi+1(B v , pτ<i K ) = Hi+1(i∗v(pτ<i K )) = 0, et par consé-
quent pρ0

i se factorise comme suit : Hi(B v , pτ≤i K ) →H
i(B v , K ) =H

i(Xv , j!∗L) →H
i(B Xv − Xv , j!∗L).

Si L est une VSH polarisée de poids a, l’espace Hi(Xv , j!∗L) est de poids ω ≤ a + i alors qu’à droite le poids est ω > a + i
d’après le résultat sur la pureté locale en v , donc pρ0

i = 0.

2) L’isomorphisme im pαi � iv∗Li
0. Le morphisme de connexion pHi−1

(Rkv ∗K |V −{v}) 
pδi−1→ H

i
v(V , K ) s’annule sur l’image de 

pρi−1 et par conséquent, d’après le lemme 2.1(i), son image est égale à celle de l’espace vectoriel Ri−1kv∗k∗
v (pτ≤i−1 K ) : 

Ri−1kv∗k∗
v(pτ≤i−1 K ) 

pδi−1→ pHi
(i!v K ) = H

i
v(V , K ) � H

i
Xv

(X, j!∗L) et l’on a im pαi � H
i
v(V , K )/ im pδi−1. Par ailleurs, rappelons 

que Li
0 est l’image du morphisme d’intersection I i

v en degré i dans le diagramme suivant :

Hi−1(i∗v Rkv∗K |V −{v}
) δi−1→ H

i
v(V , K )

I i
v→ Hi(i∗v K

) ρi→ Hi(i∗v Rkv∗K |V −{v}
)

(∗)

et l’on a : im I i
v � H

i
v(V , K )/ im δi−1. Il suffit donc de prouver : im pδi−1 = im δi−1. Vu que la décomposition s’applique par 

récurrence sur V − {v}, on trouve :

pδi−1
(

Ri−1kv∗k∗
v(pτ≤i−1 K )

) � δi−1
(pτ≤i−1H

i−1(B Xv − Xv , j!∗L)
)
,

alors que l’on veut l’égalité avec toute l’image δi−1(H
i−1(B Xv − Xv , j!∗L)), ce qui découle de la pureté locale. En effet, le 

quotient Hi−1(B Xv − Xv , j!∗L)/pτ≤i−1 est de poids ω < a + i et le poids de Hi
Xv

(X, j!∗L) est ω ≥ a + i, d’où l’on déduit que 
les images de pδi−1 et δi−1 sont égales dans Hi

Xv
(X, j!∗L) de poids ω ≥ a + i. Vu que im pαi = ker pρi , on obtient une suite 

exacte : 0 → iv∗Li
0 → pHi

(K ) → ⊕Sl⊂V ∗
l

0<l≤n iSl !∗L
j
l [l] → 0.

3) Scindage de pHi
(K ). Considérons la suite exacte : pHi(R(kv )!k∗

v K )
pβi→ pHi(K )

θi→ Hi(i∗v K ). Par définition de Li
0, le mor-

phisme θi induit un isomorphisme sur iv∗Li
0 = im pαi = ker pρi , alors que θi ◦ pβi = 0, et par conséquent im pβi ∩Li

0 = 0. On 

en déduit que pρi induit un isomorphisme : im pβi

pρi→ im pρi et finalement : pHi(K ) = im pβi ⊕ iv∗Li
0

Remarque 1. On retient les relations utiles pour la suite :

kerI i
v = ker pαi � im pδi−1 �

Sl⊂V ∗
l⊕

0<l≤n,0≤i−1− j

Ri−1− jkv∗
(
i Sl !∗L

j
l [l]

) �
Sl⊂V ∗

l⊕
0<l≤n,0<i− j

Hi− j
v

(
i Sl !∗L

j
l [l]

)
.

Lefschetz difficile. L’isomorphisme ηi (théorème 1.1(ii)), d’après l’hypothèse de récurrence, s’étend aux extensions intermé-

diaires (kv )!∗k∗
v

pHi(K ). On pose Li
v = im(Hi

Xv
(X, j!∗L) 

I i
v→ H

i(Xv , j!∗L)) pour l’image du morphisme d’intersection I i
v au 

point v . L’assertion (ii) du théorème 1.1 découle du lemme suivant.

Lemme 2.2.

(i) La VSH : L−i
j sur une strate S j ⊂ V ∗

j est duale de Poincaré de Li
j pour tout i ∈ Z.

(ii) Le cup-produit itéré avec η induit des isomorphismes ηi :L−i
j →Li

j sur S j pour i ≥ 0.

L’assertion (i) est claire sur la définition auto-duale du morphisme d’intersection.
(ii) On peut supposer j = 0 et S j un point v . Il est intéressant d’interpréter l’assertion dans le cas classique où L̃ est un 

système local en degré 0 sur X lisse et Xv est lisse aussi. La preuve utilise alors la décomposition de Lefschetz sur Xv , par 
contre le résultat ne concerne pas la partie primitive de H−i(Xv , L|Xv ).
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Preuve de (ii). On utilise la remarque 1 précédente. On procède par réduction à une section hyperplane relative lisse H dans 
X , d’intersection transversale aux strates du DCN : Xv ∪ Y . Soit iH : H → X l’immersion. Le cup-produit avec la classe η de 
H définit un morphisme égal au composé des morphismes j!∗L 

ρ→ iH∗i∗H j!∗L G→ j!∗L[2] qui donne lieu, par application des 
foncteurs Ri!Xv

et i∗Xv
, à un diagramme formé par les deux suites :

H
i
Xv

(X, j!∗L)
ρ!
→H

i
Xv∩H (H, j!∗L)

G !→H
i+2
Xv

(X, j!∗L), H
i(Xv , j!∗L)

ρ∗
→H

i(Xv ∩ H, j!∗L)
G∗→H

i+2(Xv , j!∗L).

Les morphismes d’intersection I i
v sur X , I i

v(H) sur H et I i+2
v sont définis sur les trois termes de la première suite et à valeur 

dans la seconde. On s’intéresse à l’image de ces morphismes (I i
v , I i

v(H), I i+2
v ), ce qui donne une suite intermédiaire :

Li
v

ρ ′
→ L(H)i

v
G ′→ Li+2

v avec Li
v = im I i

v , L(H)i
v = im I i

v(H), Li+2
v = im I i+2

v (1∗)

où ρ ′ (resp. G ′) est induit par le morphisme ρ∗ (resp. G∗).

Lemme 2.3.

(i) Les morphismes ρ ! :Hi
Xv

(X, j!∗L) →H
i
Xv∩H (H, j!∗L) sont injectifs pour i = 0 et des isomorphismes pour i < 0.

(ii) Les morphismes ρ∗ : Hi(Xv , j!∗L) →H
i(Xv ∩ H, j!∗L) sont injectifs pour i = −2 et des isomorphismes pour i < −2.

(iii) Le morphisme induit ρ ′ : Li
v → L(H)i

v est un isomorphisme pour i < 0 et par dualité G ′ : L(H)i
v → Li+2

v est un isomorphisme 
pour i > 0.

Preuve. On applique le théorème d’annulation d’Artin–Lefschetz sur l’espace affine Xv − Xv ∩ H au faisceau pervers P Xv =
Ri!Xv

j!∗L[1] pour démontrer (i) qui est dual à (ii).

Preuve de (iii). On pose K = R f∗ j!∗L et K (H) = R( f |H )∗( j!∗L|H ). Vu la remarque 1, on introduit le morphisme δi−1 de la 
suite exacte (∗) pour X sur V , (resp. δi−1(H) pour H sur V ) dans le diagramme suivant :

Hi−1(i∗v R(kv)∗K |V −{v})
δi−1

ρv

H
i
Xv

(X, j!∗L) �H
i
v(V , K )

I i
v

ρ!

H
i(Xv , j!∗L) � H

i(i∗v K )

ρ∗

Hi−1(i∗v R(kv)∗K (H)|V −{v})
δi−1(H)

H
i
Xv∩H (H, j!∗L) �H

i
v(V , K (H))

I i
v (H)

H
i(Xv ∩ H, j!∗L) � H

i(i∗v K (H))

Pour établir l’isomorphisme ρ ′ :Li
v �L(H)i

v dans la suite (1*), étant donné que ρ ! est un isomorphisme pour i < 0, il suffit 
de prouver que le morphisme ker I i

v → ker I i
v(H) induit par ρ ! est un isomorphisme, autrement dit : im δi−1 � im δi−1(H) ; 

or on a d’après la remarque précédente 1 :

im δi−1 = im

( Sl⊂V ∗
l⊕

0<l≤n, j<i

Hi−1− j(i∗v Rkv∗k∗
v iSl !∗L

j
l [l]

))
et

im δi−1(H) = im

( Sl⊂V ∗
l⊕

0<l≤n, j<i

Hi−1− j(i∗v R(kv)∗k∗
v iSl !∗(L|H )

j
l [l]

))

ce qui nous ramène à comparer les cohomologies des faisceaux L j
l et (L|H )

j
l . On considère un point ul d’une strate Sl de 

dimension l, une section Nul normale à Sl au point ul , le sous-espace XNul
:= f −1(Nul ) qui est lisse et Xul := f −1(ul) qui est 

un DCN dans XNul
, alors on a (R−l+ j f∗(i Xl )

! j!∗L)ul � H
−l+ j
Xul

(XNul
, j!∗L) �H

j
Xul

(XNul
, j!∗L[−l]), où la restriction de j!∗L[−l]

à XNul
est un faisceau pervers par transversalité et XNul

est de codimension l. Comme i < 0 et j < i on a j < −1 et le 
théorème d’annulation d’Artin sur l’espace affine Xul − (H ∩ Xul ) s’applique. On déduit l’isomorphisme des deux termes : 
R−l+ j f∗(i Xl

! j!∗L) � R−l+ j f∗(i!(H∩Xl)
j!∗L|H ) pris avant la restriction à H à gauche et après la restriction à H à droite.

En particulier, le raisonnement s’applique aussi sur une strate générique Sn . En effet Xn := f −1(Sn) est ouvert, et en tout 
point u ∈ Sn , l’espace Xu := f −1(u) est lisse, et l’on a :(

R−n+ j f∗(i Xn )
! j!∗L

)
u = (

R−n+ j f∗(i Xn )
∗ j!∗L

)
u � H

−n+ j(Xu, j!∗L)

où H−n+ j(Xu, j!∗L) = H
m−n+ j(Xu, L̃) est isomorphe à H−n+ j(Xu, L̃) = H

m−n+ j(Xu ∩ H, j!∗L) par le théorème sur la sec-
tion hyperplane de Lefschetz car Xu est de dimension m − n et j < −1. Donc ρ ! , qui est un isomorphisme, induit aussi 
des isomorphismes de im δi−1 = ker I i

v sur im δi−1(H) = ker I i
v(H). Les lignes du diagramme étant exactes, ρ ! induit alors 
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des isomorphismes ρ ′ pour i > 0 (et par dualité des isomorphismes G ′) comme suit : ηi : L−i
v

ρ ′
� L(H)−i

v � (L|H )−i+1
v

ηi−1

�
(L|H )i−1

v � L(H)i−2
v

G ′
� Li

v , où l’on suppose ηi−1 un isomorphisme par un raisonnement de récurrence ; ce qui termine la 
preuve du lemme, et celle du théorème. �
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