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INFO ARTICLE RESUME

Historique de l'article : Dans ce papier, on introduit les carreaux tensoriels (quadrilatéraux) réduits dits de
Requ 16’1“ aoiit 2014 «Bézier-Serendip». Aprés un rappel sur les carreaux standards de Bézier, on propose
Accepté apres révision le 28 novembre 2014 une méthode de construction de ces carreaux réduits. Les polyndmes de Bernstein

Disponible sur Internet le 30 décembre

2014 correspondants s’écrivent comme combinaisons linéaires des polyndomes de Bernstein

classiques. On explicite les carreaux de degrés 2, 3, 4 et 5. On indique que, dés le degré
Présenté par Olivier Pironneau 5, la disposition des points de controle internes n'est plus symétrique et que, pour pallier
ce probléme, on propose d’enrichir ces points de controle résultant en des carreaux de
Bézier-Serendip étendus. Ces carreaux représentent, dans le formalisme de Bézier, ce que
sont les éléments finis de Lagrange de sérendipité.

© 2014 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

ABSTRACT

We introduce reduced quadrilateral patches, the so called “Bézier-Serendip” patches. After
some reminders about standard Bézier patches, we propose a method for constructing
those reduced patches. The corresponding Bernstein polynomials are written by means of
linear combinations of the standard Bernstein polynomials. We give a full description of
the patches of degrees 2, 3, 4 and 5. Since degree 5, the location of the control points is
no longer symmetric and to remedy this problem, we propose adding a number of control
points, which results in extended Bézier-Serendip patches. Those reduced patches are in
the Bézier framework what the Serendipity elements are in the finite-element framework.

© 2014 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

The notion of a Bézier-Serendip patch is similar to that of Serendipity finite elements. The Serendipity finite elements of
low degree are well known and documented, [10], while those of a higher degree are rarely discussed and lead to difficulties
at the time the symmetry is considered, see [3], for degree 2, and [1] or [6] for arbitrary degrees. Primarily, the Serendipity
finite elements are uniquely defined by a list of boundary nodes and by prescribing the polynomial space that must be
covered by the corresponding shape functions. However, since degree 4, the number of boundary nodes is not sufficient to
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make it possible to construct the polynomial space. Hence, one or several internal nodes must be considered. More precisely,
for an element of degree d, the polynomial space, the so-called reduced space, is the space of the polynomials of degree d
in the two variables u and v in R? (say PY) enriched by the two monomials u?v and uv?, [1] and [6].

By analogy with the Serendipity finite elements, we introduce the notion of a tensor-product Bézier-Serendipity patch.
First, we recall what a standard Bézier patch of degree d is, [4]. It reads

d d
o(u,v)= ZZBU(U, v)Pij with Bjj(u, v) = B?(u)B‘}(v) and (u,v)e[0,1] x [0, 1]
i=0 j=0

where the Pjjs are the control points defining the patch and the B?s or the Bis are the Bernstein polynomials.
Those polynomials, as it is for the shape functions in the finite element framework, give the partition of unity,
Z?:o Z?:o B?(u)B?(v) = 1. Moreover, the patch is inscribed in the convex hull of its control points, the Pjjs.

Definition. Given a set 7 made up of W + 2 couples of indices (i, j) including at least the 4 x d couples (0, j),
(d, j), (i,0) and (i,d) and given the corresponding control points P;; with (i, j) € F, the Bézier-Serendip patch of degree d
is defined by

o’(u,v)= ) Bjju,v)P;j with(u,v)e[0,1]x[0,1]
ijeF

where the ijs are the reduced Bernstein functions, which read

B;(u, v) = Bf W)Bj(v) + Y afiBfw)Bf (v) forijeF,
kle F

where F is the complement of F in {0, ...,d} x {0, ...,d} and with the coefficients Olg-l such that the polynomials ij(u, v)s
cover the reduced space. O

Hence, a Bézier-Serendipity patch is defined from the reduced Bernstein functions, which are the summation of a stan-
dard Bernstein function with a linear combination of the standard Bernstein functions associated with the indices in F. The
Bézier-Serendipity patch can also be written as

o%(u.v) =Y Bij(u, v)Pij+ Y _ Bij(u, v)Pj
ijeF ijeF

where the Pl?js simply read

s __ klp..
Pj=2_ ayPy.

kle F

This formalism allow us to return to a classical setting after adding the new control points, the so-called Serendipity
control points, the Pfjs. Therefore, the reduced Bernstein polynomials also ensure the partition of unity and the convex hull

property still holds after taking into account those new control points.
1. Introduction

La notion de carreau de Bézier-Serendip s'inspire de la définition des éléments finis Serendip.' Les éléments finis Seren-
dip de bas degré sont bien connus, [10], ceux de degré plus élevé le sont moins et présentent quelques difficultés quant
A leur symétrie de configuration, voir [3] pour le degré 2 et [1] ou [6] pour tous les degrés. A la base, les éléments finis
Serendip sont définis uniquement par la donnée de nceuds sur leur frontiére en imposant I'espace polynomial couvert par
les fonctions de forme associées. Néanmoins, dés le degré 4, le nombre de nceuds frontaliers ne permet pas d’engendrer
I'espace voulu. Ainsi, un ou plusieurs nceuds internes doivent étre pris en compte. Plus précisément, pour un élément de
degré d, I'espace correspondant, appelé espace réduit, est I'espace des polyndmes de degré d en les deux variables u et v
de R? (I'espace PY) enrichi? des deux monémes udv et uv?, [1] et [6].

Par analogie avec les éléments finis Serendip, nous allons introduire la notion de carreaux tensoriels de Bézier-Serendip.
Rappelons qu'un carreau classique de Bézier de degré d s’écrit comme, [4] :

1 Par commodité on désigne par éléments finis Serendip, les éléments finis de sérendipité.
2 Certains auteurs ne prennent pas en compte explicitement ce point et le considére comme une conséquence.



PL. George, H. Borouchaki / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 353 (2015) 179-184 181

d d
o, v)=> "% Biju,v)P; avecBjj(u,v)=B{w)Bj(v) et (u,v)e[0,1]x[0,1] (1)
i=0 j=0
ol les P;j; sont les points de controle définissant le carreau et les B? ou B‘]?’ sont les polyndmes de base de Bernstein. Ces

polynémes, comme pour les fonctions de forme éléments finis, forment une partition de I'unité Z?:O Z?:o B‘ij(u) B‘j.(v) =1.
En outre, le carreau est inscrit dans I'enveloppe convexe de ses points de controle Pj;.

Définition. £tant donné un ensemble F (comme Frontalier) de W + 2 couples d’indices (i, j) comprenant en parti-
culier les 4 x d couples (0, j), (d, j), (i,0) et (i,d) et des points de contrdle correspondants, les P;; avec (i, j) € F, le carreau
de Bézier-Serendip de degré d est défini par

oi(u,v)= Z ij(u, V)Pjj avec (u,v) €[0,1] x [0, 1] (2)
ijeF

ol les ij sont les fonctions de Bernstein réduites qui s’écrivent comme

B;(u, v) = Bf W)B(v) + Y af{B{(w)Bf (v) pourijeF, (3)
kleF
oll F est le complémentaire de F dans {0,...,d} x {0, ...,d} et avec les coefficients ozlkjl tels que les ij(u, v) couvrent

I'espace réduit. O

Ainsi, le carreau de Bézier-Serendip est défini a partir des fonctions de Bernstein réduites qui sont une somme de
fonctions de Bernstein classiques avec des combinaisons linéaires des fonctions de Bernstein classiques relatives aux indices
de F. Le carreau de Bézier-Serendip peut aussi s'écrire comme

o%(u,v) =Y Bij(u, V)Pij+ Y Bij(u, v)Pj
ijeF ijeF

ol les Pfj vérifient

s _ klp..
Pij=>_ aiiPy.

kle F

Cette écriture permet de retrouver I'écriture classique moyennant I'ajout de nouveaux points de contréle, dits Serendip,
les Pf] Ainsi, les polyndomes de Bernstein réduits vérifient la partition de I'unité et la propriété d’enveloppe convexe reste
valable en prenant en compte ces nouveaux points de contrdle.

Dans la section suivante, on propose une méthode simple pour le calcul des coefficients af‘jl.

2. Méthode de construction

L'idée principale consiste a réécrire chaque mondme de I'espace réduit en fonction des polyndmes de Bernstein de degré
d puisque ces polyndomes forment une base des polyndmes de degré au plus d en chaque variable. Pour cela, on utilise
I'identité suivante, valable pour tout 0 <k<det0<l<d :

v =uk(1 —u+ ) *via — v+ v)dL (4)

L'inclusion de ces mondmes dans I'espace réduit donne, de maniére générale, un systéme linéaire dont les inconnues sont
les Otlkjl. En fait, seul un nombre réduit de I'ensemble de ces mondmes doit étre pris en compte, car leur inclusion entraine
celle de certains autres. Dans la suite, on développe de fagon détaillée le cas du degré 2 et, pour les autres degrés, on donne
les fonctions réduites en indiquant la spécificité éventuelle du degré traité, en particulier au degré 5 ou I'’ensemble F doit

étre enrichi.
2.1. Le carreau de Bézier-Serendip de degré 2

La dimension de I'espace réduit est 8 et F contient uniquement les indices des points de controle frontaliers. Ainsi, on
cherche a déterminer uniquement P§; qui s'exprime comme P3; = a{Poo + P20 + P22 + Po2} + B{P10 + P21 + P12 + Po1},
C'est-a-dire que, par symétrie, les a,l;’ ne prennent que les deux valeurs o (sur les coins) et B (sur les arétes). Les mondmes
de I'espace réduit sont 1, u, v, u%, uv, v2, u?v et uv2. On commence 3 inclure les mondmes dans I'ordre décroissant de degré
en priorisant les produits croisés (en uv). Ainsi, pour u?v on a :
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1 1
wv=utv(l—v+v)= B%(u){iB%(v) + Bg(v)} = 5Bg(u)B%(v) + B3(w)B5(v).
Cette équation donne une premiére relation :

20+ =0.

La présence de u?v implique celle de u2(1 — v) par symétrie, et, par suite, celle de u? = u%v + u2(1 — v). De méme, pour
uv, on obtient :

_ 1 2 2 1 2 2
uv = 2Bl(u)+Bz(u) X 2B1(v)+Bz(v) ,
ce qui donne la relation :

4o +4B=1.

La présence de uv implique celle de u et donc de 1. Par suite, tout 'espace réduit est couvert. Les deux relations impliquent
o= —}l et f= % Avec ces valeurs, on obtient aisément I'expression des deux polyndmes de Bernstein réduits type :

1
Bo(u, v) = B3(w)B3(v) — ZB%(u)B%m,

1
BSo(u, v) = B2(w)B3(v) + 5B%(u)B%(v),

qui se simplifie en les expressions reportées dans le tableau suivant :

By (u, v) =B3(w)B}(v) + By (u)B3(v) — BA(u)B} (V)
BSo(u, v) = B3 (u)Bj(v)

Fonctions de base type du carreau de degré 2 a 8 points.
Ces deux fonctions type permettent par symétrie de trouver toutes les autres.

Remarque. La relation liant P3; aux P;; dont les ij sont dans F est la méme que celle intervenant entre les nceuds des
fonctions de forme des éléments finis Serendip.

A noter que ce carreau n'est autre que le carreau transfini de Coons du degré 2, voir par exemple [5] et [2].
2.2. Carreaux de Bézier-Serendip de degré 3,4 et 5

L'espace réduit des carreaux de degré 3, qui sont également des carreaux transfinis de Coons, est de dimension 12. De
méme, F ne contient que les indices frontaliers et, dans ce cas, on doit déterminer P3,, P3,, P3, et P3,. Par symétrie,

les af;.’ prennent leurs valeurs dans un ensemble de sept paramétres. Ces parameétres sont la solution d’'un systéme linéaire

défini par l'inclusion des monémes u3v et u?v uniquement et on obtient I'expression des deux polynomes de Bernstein
réduits type :

4 2 2 1
Bjo(u, v) = B3(w)B3(v) — 5B?(u)B?(v) - 5B%(u>3?(v> - 5B?(u)B§(v) - §Bi(u>33(v>,

2 1
BSo(u, v) = B3(w)B3(v) + gB?(u)B?(v) + gB?(u)Bg(v),

qui se simplifie en les expressions indiquées dans le tableau suivant :

By (u, v) = B3(w)B(v) + BY(u) B3 (v) — BL(w)BL(v)
B3, (u, v) = B3(w)B}(v)

Fonctions de base type du carreau de degré 3 a 12 points.

Dans le cas des carreaux de degré 4, I'espace réduit est de dimension 17. L'ensemble des indices de F contient les
indices frontaliers et un indice interne. Pour garantir la symétrie, on considére comme indice interne I'indice 22. Dans ce
cas, on doit déterminer 8 points de contrdle Serendip. De méme, par symétrie, les a{‘! prennent leurs valeurs dans un
ensemble de 20 paramétres. Ces paramétres sont la solution de deux systémes linéaires définis par I'inclusion des monémes
utv,u3v, u?v? et uv et on obtient I'expression des quatre polyndmes de Bernstein réduits type :
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4 3 4 4 3
B, (u, v) = Ba(w)Bj(v) — — B (u)BI(v) — 51 B3WBI(v) —B 4(u)B3 (v)+—B (u)B5(v)
13634(“)34(”+ ! B3(u)B) W+ ¢ ! B4(u)B4(v) > B4(u)B4(v)
48 8
BS,(u, v) = B w)Bj(v) + 6—48‘1‘(u)B‘1‘(v) + 6—48‘1‘(u)B‘3‘(V) + EB;‘(u)B‘g(v)
BS,(u,v) = B3w)B(v) — EB“(u)B“(v) - EB“(u)B“(v) - BB“(u)B“(v) - EB“(u)B“(v)
+ %B“(u)s“(v) - EB“(u)B“(v) - 334(u>34(v) — 334(u)34<v)
B, (u, v)_B4(u)B4(v)+3 B4(u)B4(v)+ B4(u)B4(v)+ B4(u)B4(v)+ B4(u)B4(v)

12 4 4
()B()+—B()B()+—B()B()+—B W)B5(v).

Ces expressions, apreés 51mpllﬁcat10n, sont reportées dans le tableau suivant :

9
BSo(u, v) = Ba(w)BY(v) + By (W)Ba(v) — B W) B (v) + ﬁB%(u)B%(v)
BSo(u, v) = B} (w)BL(v)

BSo(u, v) = B3(W)BY(v) — 7Bz(u)82(v)

s 9
B3, (u,v) = (u)B (v)

Fonctions de base type du carreau de degré 4 a 17 points.

L'espace réduit des carreaux de Bézier-Serendip de degré 5 est de dimension 23. Ainsi, 3 indices internes devront étre
pris en compte dans F. Dans ce cas, quels que soient les indices internes retenus, la configuration géométrique des points
de contrdle ne peut étre symétrique. Par suite, on considére un indice supplémentaire pour rétablir cette symétrie. On
prend comme indices internes {22, 32,23, 33}. L'ajout d’'un point supplémentaire implique I'existence d’'une famille infinie
(dépendant d'un paramétre) de carreaux de Bézier-Serendip de degré 5. L'inclusion d'un monéme supplémentaire dans I'es-
pace réduit permet de ﬁxer le paramétre et d’obtenir ainsi une solution unique. Il s’agit 1a d’'un carreau de Bézier- Serendlp
etendu Comme u5v et uv® sont dans I'espace réduit, le seul choix possible parmi les trois mondmes u*vZ, u3v3 et u?v*
est u3v3 A cause de la symétrie des deux autres monomes On doit donc déterminer 12 points de contrdle Serendip. En
considérant I'inclusion du mondme supplémentaire u3v3 et par symétrie, les ockl prennent leurs valeurs dans un ensemble
de 38 parameétres. Comme dans le cas precedent ces parametres sont la solutlon de deux systémes linéaires définis par
l'inclusion des mondmes u”v, u3v3, u?v, u3vZ u3v et u?v? et on obtient I'expression des quatre polynémes de Bernstein
réduits type :

16 4 4 1
Boo(” V)= Bo(u)BO(v) —B (u)B (v) — —B4(u)B (v) — —Bs(u)B4(v) — —B4(u)B4(v)
12 8 3 2
~ 7 B5(u)B3(v) — B JW)BI(v) — Bz(u)B4(V) B3(U)B4(V)
- i135(u)B5(v) iBf”(u)135(v) —Bs(u)Bs(v) EBS(u)BS(v)
BSo(u, v) = B3 (W)B3(v) + EB?(u)B?(v) + EB?(u)Bi(v) + %B?(u)Bg(v) + %B?(u)Bg(v)
32 16 8 4
BSo(u, v) = B3(w)B3(v) — EB?(u)B?(v) + —Bf;(u)Br“;(v) - —B?(u)BZ(v) + —BZ(u)Bi(v)

20 5
75 z(u)B (V)+ B (u)B4(v)+ B4(u)Bz(v)+ B4(u)B3(v)

60
- %B?(u)Bg(v) - ﬁB?(u)Bg(v)

16 8 8 4
BS,(u, v) = B3(W)B3(v) + ?B?(u)B?(v) — 532(11)3?(\») — 53?(11)32(\/) + 532(11)32(1/)

4 2 2 4
+ §Bg(u)B?(v) - §Bg(u)BZ(v) - §leei(u)lezg(v) + §B§(u)B§(v).
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Ces quatre fonctions de base type, apres simplification, sont données dans le tableau qui suit :

BSo(u,v) = B3(W)BY(v) 4+ By w)B3(v) — Bh(v)BL(v)
16 2 2 8 2 3 4 3 3 8 3 2
+ 5 BIWBT(v) = SBIWB3(v) + g BBy (v) — S B3 (W) BT(v)
Bio(u, v) = B3 (W)Bj(v)

BSo(u, v) = B3(W)BY(v) + g{—SB?(u)B?(v) —2B3(u)B3(v) + 4B3(u)B3(v) + B3 (w)B3(v)}

100
BS,(u,v) = 7{B§(u>B§(v> — B}(w)B3(v) — B3(w)B}(v) + B2(w)B3(v)}

Fonctions de base type du carreau choisi de degré 5 a 24 points.

Remarque. Comme pour le degré 2, on peut montrer que, voir [9], ot I'on donne une description technique complétement
détaillée, les relations liant les Pi‘j aux Pj; dont les ij sont dans F sont les mémes que celles intervenant entre les nceuds
des fonctions de forme des éléments finis Serendip. De maniére générale, on retrouve les mémes relations quel que soit le
degré de I'élément.

3. Conclusion

Dans ce papier, nous avons introduit la notion de carreaux de Bézier-Serendip (avec un nombre réduit de points de
controle). Nous avons donné la démarche permettant la construction de ces éléments. Les cas des degrés 2, 3, 4 et 5 ont été
explicités.

Le formalisme de Bézier-Serendip est une réécriture des fonctions de forme des éléments finis Serendip dans le forma-
lisme Bézier. Ainsi, pour garantir la validité de ce type déléments finis (positivité du jacobien, [7,8]), il suffit de considérer
son écriture en Bézier-Serendip et d'utiliser la propriété de I'enveloppe convexe. En outre, I'obtention des fonctions de forme
des éléments finis Serendip est rendue simple et systématique via le formalisme Bézier-Serendip. L'extension aux degrés
plus élevés et aux carreaux de Bézier rationnels est une suite naturelle de cette étude.
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