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Soit G un groupe localement compact séparable dont la représentation régulière gauche est 
de type I, Ĝ son dual et A(G) son algèbre de Fourier. On prouve un analogue du théorème 
de Parseval et on démontre que l’application

T −→ u(x) :=
∫
Ĝ

T r[T (π)π(x)−1]dμ(π)

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach de L1(Ĝ) sur A(G).
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a b s t r a c t

Let G be a separable locally compact group with type-I left regular representation, Ĝ its 
dual and A(G) its Fourier algebra. We prove an analogue of Parseval’s theorem and that 
the mapping

T −→ u(x) :=
∫
Ĝ

T r[T (π)π(x)−1]dμ(π)

is an isometric isomorphism of Banach spaces from L1(Ĝ) onto A(G).
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1. Introduction

Soit G un groupe localement compact et A(G) son algèbre de Fourier. Si G est abélien, alors son dual Ĝ est un groupe 
et L1(Ĝ) est naturellement défini comme l’espace des classes de fonctions mesurables f̂ à valeurs complexes telles ‖ f̂ ‖ :=∫

Ĝ | f̂ (x̂)|dx̂ < ∞, et l’application

f̂ −→ f (x) :=
∫
Ĝ

f̂ (x̂)(x, x̂)dx̂

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach de L1(Ĝ) sur A(G).
Si G n’est pas abélien, Ĝ n’est plus un groupe et donc il est intéressant de poser la question suivante : lorsque L1(Ĝ)

est bien défini, peut-on identifier naturellement A(G) et L1(Ĝ) ? Si G est séparable unimodulaire (non abélien) de type I, 
L1(Ĝ) =L1(Ĝ)/ ∼ où

L1(Ĝ) = {T est un champ mesurable d’opérateurs bornés sur Ĝ :
‖T (π)‖1 := T r|T (π)| < ∞, pour presque tout π ∈ Ĝ,∫
Ĝ

‖T (π)‖1dμ(π) < ∞}

et T1 ∼ T2 si T1(π) = T2(π) pour presque tout π, alors, en vertu de [7, th. 3.1, p. 217], l’application

T −→ u(x) :=
∫
Ĝ

T r[T (π)π(x)−1]dμ(π)

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach de L1(Ĝ) sur A(G).
Si G est le groupe affine d’un corps local, alors G n’est pas unimodulaire et il existe (à une équivalence près) une seule 

représentation de dimension infinie π qui opère dans un espace de Hilbert H. L’application

T −→ u(x) := T r[T π(x)]
est, d’après [5, th. 2.3, p. 235], un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach de L1(H) (l’espace des opérateurs nu-
cléaires sur H) sur A(G).

Dans cette note, on étend le théorème de Parseval et on généralise de façon naturelle ces résultats à une classe de 
groupes non unimodulaires, ceux qui sont localement compacts séparables dont les représentations régulières (gauches ou 
droites) sont de type I.

2. Préliminaires

Soit G un groupe localement compact. On désigne par ν une mesure de Haar à gauche de G et, pour 1 ≤ p ≤ ∞, 
Lp(G) l’espace relatif à ν (on convient d’écrire dνx = dx). Pour une fonction complexe f sur G , on adopte les notations : 
f̌ (x) = f (x−1), f̃ (x) = f (x−1). L’algèbre de Fourier A(G) définie par Eymard [4, th., p. 218] est

A(G) = {u = f ∗ g̃; f , g ∈ L2(G)},
munie de la norme ‖u‖A(G) = inf{‖ f ‖2‖g‖2; u = f ∗ g̃}. Pour un espace de Hilbert H, on note Lp(H), 1 ≤ p < ∞, l’espace 
de Banach des opérateurs bornés A sur H avec ‖A‖p = {T r(|A|p)} 1

p < ∞ (cf. [6]). Soit Ĝ l’ensemble des classes de représen-
tations unitaires continues irréductibles de G . On convient de donner la même notation π à une représentation et sa classe. 
L’espace de Hilbert (complexe) associé à π est noté Hπ , et si un opérateur T est borné sur un domaine dense dans Hπ , son 
extension à Hπ est aussi notée T . Si G est séparable, on munit Ĝ de la structure borélienne de Mackey (cf. [2, p. 323], [8]), 
on note μ une mesure positive sur Ĝ et on pose, pour 1 ≤ p < ∞, Lp(Ĝ) =Lp(Ĝ)/ ∼, où

Lp(Ĝ) = {T est un champ mesurable d’opérateurs bornés sur Ĝ :
‖T (π)‖p < ∞, pour presque tout π ∈ Ĝ,∫
Ĝ

‖T (π)‖p
pdμ(π) < ∞}

et T1 ∼ T2 si T1(π) = T2(π) pour presque tout π. Pour T ∈ Lp(Ĝ), on note ‖T ‖Lp(Ĝ) =
(∫

Ĝ ‖T (π)‖p
pdμ(π)

) 1
p

, et pour f ∈
L1(G), π ∈ Ĝ , l’opérateur π( f ) est défini par π( f ) = ∫

G π(x) f (x)dx, c’est-à-dire ∀ξ, η ∈Hπ , on a

< π( f )ξ,η >=
∫

< π(x)ξ,η > f (x)dx.
G
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Soit f ∈ L1 ∩ L2(G). Si G est séparable unimodulaire de type I, alors pour presque tout π ∈ Ĝ , l’opérateur π( f ) est de 
Hilbert–Schmidt et la transformation de Fourier F : L1 ∩ L2(G) −→ L2(Ĝ) qui à f associe F( f ) définie par F( f )(π) = π( f )
se prolonge, d’après [7, th. 2.1, p. 213], de manière unique en un isomorphisme isométrique de L2(G) sur L2(Ĝ). Dans ce 
cas, la formule de Plancherel, pour f ∈ L1 ∩ L2(G), s’écrit∫

G

| f (x)|2dx =
∫
Ĝ

‖π( f )‖2
2dμ(π).

Si G n’est pas unimodulaire, alors π( f ) n’est pas nécessairement de Hilbert–Schmidt d’après [1, cor. 1, p. 688], et donc la 
transformation de Fourier F ne peut pas donner la formule de Plancherel au sens ordinaire. Dans ce cas, il faut tempérer 
l’opérateur π( f ) par un opérateur non borné convenablement choisi. En effet, si G est séparable, alors, d’après [3, th. 5, 
p. 225], il existe une mesure standard μ sur Ĝ , et, pour presque tout π ∈ Ĝ , il existe un opérateur (non borné) autoadjoint 

positif Kπ tel que (l’extension de) l’opérateur π( f )K
1
2

π est de Hilbert–Schmidt. Soit λ la représentation régulière gauche de 
G dans L2(G) : λx f (y) = f (x−1 y) pour x, y ∈ G et f ∈ L2(G). On suppose que G est séparable et que la représentation 
λ est de type I, c’est-à-dire l’algèbre de von Neumann V N(G) engendrée par {λx; x ∈ G} dans L∞(L2(G)) (l’espace des 
opérateurs bornés sur L2(G)) est de type I [2, A 35, p. 337]. Alors, le projecteur P I qui existe (cf. [3, p. 225]) dans le centre 
de V N(G) est l’opérateur identité, et donc il existe, d’après [3, th. 5, p. 225], un champ mesurable d’opérateurs autoadjoints 
positifs (Kπ)π∈Ĝ et un champ mesurable (π, Hπ)π∈Ĝ de représentations de G tels que, pour presque tout π ∈ Ĝ , l’opérateur 

π( f )K
1
2

π , où f ∈ L1 ∩ L2(G), se prolonge en un opérateur de Hilbert–Schmidt sur Hπ , noté P( f )(π). La transformation 

P : L1 ∩ L2(G) −→ L2(Ĝ) qui à f associe P( f ) définie par P( f )(π) = F( f )(π) ◦ K
1
2

π se prolonge en un isomorphisme 
isométrique de L2(G) sur L2(Ĝ). Dans ce cas, la formule de Plancherel, pour f ∈ L1 ∩ L2(G), s’écrit∫

G

| f (x)|2dx =
∫
Ĝ

‖π( f ) ◦ K
1
2

π ‖2
2dμ(π).

3. Résultats

Par la suite G désignera un groupe localement compact séparable (non nécessairement unimodulaire) dont la représen-
tation régulière gauche est de type I.

Lemme 3.1. Soit T ∈ L1(Ĝ) et u la fonction définie sur G par

u(x) :=
∫
Ĝ

T r[T (π)π(x)]dμ(π).

Alors u ∈ A(G).

Preuve. On note T ∗ le champ d’opérateurs défini par T ∗(π) = T (π)∗ , l’adjoint de l’opérateur T (π). Le module de l’opéra-

teur T (π) est |T |(π) = (T (π)∗T (π))
1
2 . Vu que, pour presque tout π ∈ Ĝ , l’opérateur T (π) est nucléaire, alors il admet la 

décomposition polaire

T (π) = U T (π)|T | 1
2 (π)|T | 1

2 (π),

où U T (π) est une isométrie partielle. Posons T1(π) = U T (π)|T | 1
2 (π) et T2(π) = |T | 1

2 (π), on a alors

‖T2‖2
L2(Ĝ)

=
∫
Ĝ

‖ |T | 1
2 (π)‖2

2dμ(π) =
∫
Ĝ

T r|T |(π)dμ(π) = ‖T ‖L1(Ĝ) < ∞

et

‖T1‖2
L2(Ĝ)

=
∫
Ĝ

‖U T (π)|T | 1
2 (π)‖2

2dμ(π) ≤
∫
Ĝ

‖ |T | 1
2 (π)‖2

2dμ(π) = ‖T ‖L1(Ĝ) < ∞.

Donc T1, T2 ∈ L2(Ĝ), et par suite il existe, en vertu de [3, th. 5, p. 225], f1, f2 ∈ L2(G) tels que P( f1) = T1 et P( f2) = T2. 
Il en découle

u(x) =
∫

T r[π(x)P( f1)(π)P( f2)(π)]dμ(π) =
∫

T r[P(λx f1)(π)P( f2)(π)]dμ(π)
Ĝ Ĝ
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=
∫
Ĝ

T r[P(λx f1)(π)P( f2)(π)∗]dμ(π) =< P(λx f1),P( f2) >L2(Ĝ)

= < λx f1, f2 >L2(G)= f 2 ∗ f̌1(x).

Donc ǔ = ( f 2 ∗ f̌1)
∨ = f1 ∗ f̃2 ∈ A(G) et par suite u ∈ A(G).

Lemme 3.2. Soit F : L1(Ĝ) −→ A(G) l’application définie, pour x ∈ G et T ∈ L1(Ĝ), par

F(T )(x) :=
∫
Ĝ

T r[T (π)π(x)]dμ(π).

Alors F est bijective.

Preuve. Montrons que F est surjective. Soit u ∈ A(G), alors, puisque ǔ ∈ A(G), il existe f , g ∈ L2(G) tels que ǔ = f ∗ g̃ , 

et donc u = g ∗ f̌ . Posons T = P( f )P(g)∗ . D’après [6, th. 7.1, p. 92], si A ∈ Lp(H) et B ∈ Lq(H), avec 
1

p
+ 1

q
= 1, alors 

AB ∈ L1(H) et ‖AB‖1 ≤ ‖A‖p‖B‖q . En particulier, pour p = q = 2, pour presque tout π ∈ Ĝ , et en posant A = P( f )(π), 
B =P(g)∗(π), on a

‖T (π)‖1 ≤ ‖P( f )(π)‖2‖P(g)∗(π)‖2 = ‖P( f )(π)‖2‖P(g)(π)‖2.

Il s’ensuit

‖T ‖L1(Ĝ) =
∫
Ĝ

‖T (π)‖1dμ(π)

≤
∫
Ĝ

‖P( f )(π)‖2‖P(g)(π)‖2dμ(π)

≤
(∫

Ĝ

‖P( f )(π)‖2
2dμ(π)

) 1
2
(∫

Ĝ

‖P(g)(π)‖2
2dμ(π)

) 1
2

= ‖P( f )‖L2(Ĝ)‖P(g)‖L2(Ĝ) < ∞,

d’où T ∈ L1(Ĝ). En outre,

F(T )(x) =
∫
Ĝ

T r[π(x)P( f )(π)P(g)∗(π)]dμ(π)

=
∫
Ĝ

T r[P(λx f )(π)P(g)(π)∗]dμ(π)

= < λx f , g >L2(G)= g ∗ f̌ (x) = u(x).

Donc l’application F est surjective. Prouvons qu’elle est injective. Soit T ∈ L1(Ĝ) et supposons que F(T ) = u = 0. Compte 
tenu des notations de la preuve du lemme 3.1, on a u = f 2 ∗ f̌1. Soit A′(G) l’espace de Banach dual de A(G). Alors, pour 
tout Q ∈ V N(G), il existe, d’après [4, th. 3.10, p. 210], une forme linéaire ϕQ ∈ A′(G) telle que ϕQ ( f 2 ∗ f̌1) =< Q ( f1), f2 >. 
En particulier, pour tout Q = h ∈ L1 ∩ L2(G) (en tant que h ∈ L1(G) ⊆ V N(G), h( f1) = h ∗ f1), on a

0 = ϕh(u) = ϕh( f 2 ∗ f̌1) =< h( f1), f2 >L2(G)=< h ∗ f1, f2 >L2(G)

= < P(h ∗ f1),P( f2) >L2(Ĝ)=
∫
Ĝ

T r[P(h ∗ f1)(π)P( f2)
∗(π)]dμ(π)

=
∫
Ĝ

T r[π(h)P( f1)(π)P( f2)
∗(π)]dμ(π)

=
∫
Ĝ

T r[π(h)T (π)]dμ(π).

Par conséquent, T = 0.
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Le théorème de Parseval admet la généralisation suivante :

Théorème 3.3 (de Parseval). Soit h ∈ L1(G), T ∈ L1(Ĝ) et u(x) = ∫
Ĝ T r[T (π)π(x)−1]dμ(π). Alors u ∈ L∞(G) et∫

G

h(x)u(x)dx =
∫
Ĝ

T r[π(h)T ∗(π)]dμ(π).

Preuve. En vertu du lemme 3.1, comme F(T ) = ǔ ∈ A(G), on a u ∈ A(G), et donc u ∈ L∞(G) puisque A(G) ⊆ L∞(G). Ainsi, 
d’après la preuve du lemme 3.2, il existe f , g ∈ L2(G) tels que ǔ = g ∗ f̌ et F (P( f )P(g)∗) = ǔ. Donc u = f ∗ ǧ et, vu que 
h ∈ L1(G) ⊆ V N(G), il existe une forme linéaire ϕh ∈ A′(G) telle que ϕh( f ∗ ǧ) =< h ∗ g, f >L2(G) . Il s’ensuit

ϕh(u) = < h ∗ g, f >L2(G)

=
∫
Ĝ

T r[π(h)P(g)(π)P( f )∗(π)]dμ(π)

=
∫
Ĝ

T r[π(h)T ∗(π)]dμ(π).

En outre, d’après [4, rem. 3.14, p. 212], on a∫
G

h(x)u(x)dx = ϕh(u).

Il en résulte la formule demandée.

Théorème 3.4. L’application F est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach de L1(Ĝ) sur A(G).

Preuve. Comme l’application linéaire F est surjective d’après le lemme 3.2, il reste à montrer qu’elle est une isométrie. Soit 
T ∈ L1(Ĝ) et u = F(T ). D’une part, en vertu de la preuve du lemme 3.1, il existe T1, T2 ∈ L2(Ĝ), f1, f2 ∈ L2(G) tels que 
P( f1) = T1, P( f2) = T2, T = T1T2, u = f 2 ∗ f̌1, ‖T1‖2

L2(Ĝ)
≤ ‖T ‖L1(Ĝ) et ‖T2‖2

L2(Ĝ)
= ‖T ‖L1(Ĝ) . Il en découle

‖u‖A(G) = ‖ f 2 ∗ f̌1‖A(G) ≤ ‖ f2‖2‖ f1‖2 = ‖T2‖L2(Ĝ)‖T1‖L2(Ĝ) ≤ ‖T ‖L1(Ĝ).

D’autre part, pour tous f , g ∈ L2(G) tels que ǔ = f ∗ g̃ , on a, d’après la preuve du lemme 3.2, ‖T ‖L1(Ĝ) ≤
‖P( f )‖L2(Ĝ)‖P(g)‖L2(Ĝ) = ‖ f ‖2‖g‖2. Donc

‖T ‖L1(Ĝ) ≤ inf{‖ f ‖2‖g‖2; ǔ = f ∗ g̃} = ‖ǔ‖A(G) = ‖u‖A(G).

Par conséquent, ‖T ‖L1(Ĝ) = ‖u‖A(G) .

Remarque 1. Le fait que F soit une isométrie redonne une deuxième preuve que F est injective. Notre preuve de l’égalité 
‖T ‖L1(Ĝ) = ‖u‖A(G) , qui est valable lorsque G est unimodulaire de type I ou G = ax + b est le groupe affine d’un corps local, 
redonne une nouvelle preuve plus simple que celles utilisées dans ([5, p. 236] et [7, p. 219]). La multiplication usuelle des 
fonctions dans l’algèbre de Banach commutative A(G) se transporte par F−1

en une multiplication (commutative) d’algèbre 
de Banach commutative, dans L1(Ĝ), des champs d’opérateurs.

L’application F est appelée la cotransformation de Fourier. On définit la cotransformée de Fourier régularisée d’une 
fonction f ∈ A(G) par f̂ := F−1

( f̌ ).

Corollaire 3.5. La cotransformation de Fourier régularisée (inverse)

f̂ −→ f (x) :=
∫
Ĝ

T r[ f̂ (π)π(x)−1]dμ(π)

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach de L1(Ĝ) sur A(G).

Corollaire 3.6. L’espace L1(Ĝ) est un espace de Banach séparable.
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Les résultats de cette note permettent, d’une part, de généraliser une propriété de Paley–Wiener (cf. [9]) aux groupes 
localement compacts séparables dont les représentations régulières sont de type I, et d’autre part, de donner une nouvelle 
famille Ap̂(G) d’espaces de Banach à poids (cf. [10]), qui sont les algèbres (de Banach) de Beurling à poids lorsque G est 
abélien.
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