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Nous étudions l’estimation locale linéaire de l’opérateur de régression lorsque la variable 
explicative prend ses valeurs dans un espace semi-métrique. Nous construisons un 
estimateur par la méthode des k plus proches voisins. Deux propriétés asymptotiques 
de cet estimateur seront établies. Dans la première partie, nous prouvons la convergence 
presque complète ponctuelle, tandis que, dans la deuxième, nous montrons la convergence 
presque complète uniforme sur le nombre de voisins.

© 2017 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

a b s t r a c t

We consider the problem of the local linear estimation of the regression operator when 
the regressor is functional. We construct an estimator by the kNN method and we study 
its asymptotic properties. Precisely, we establish the almost complete consistency of this 
estimator with rate both pointwise and uniform on the number of neighbor cases.

© 2017 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let us introduce n pairs of random variables (Xi, Yi) for i = 1, . . . , n that we assume drawn from the pair (X, Y ), which 
is valued in F ×R, where F is a semi-metric space equipped with a semi-metric d. Furthermore, we assume that the link 
between X and Y is modeled by the following relation

Y = r (X) + ε,

where r is an operator from F to R and ε is a random error variable such that E[ε|X] = 0.
In this work, we combine the ideas of the local linear approach to those of the k-NN method to estimate the regression 

operator r. Noting that, in functional statistics, there are several ways for extending the local linear approach. Here we adopt 
the fast version proposed by Barrientos-Marin et al. [2], for whom the regression function r(.) is locally approximated by
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r(x0) = a + bβ(x0, x) + o(β(x0, x)),∀ x0 in a neighborhood of x in F (1)

where β(., .) is a known function from F2 into R such that, ∀ξ ∈F , β(ξ, ξ) = 0. The coefficients a and b are estimated by

min
a,b∈R

n∑
i=1

(Yi − a − bβ(Xi, x))2 K (H−1
k,xδ(x, Xi))

where δ(., .) is a function of F ×F such that d(., .) = |δ(., .)|, K is a kernel and

Hk,x = min

{
h ∈ R+ such that

n∑
i=1

1B(x,h)(Xi) = k

}
.

These estimates are explicitly expressed by

(
â
b̂

)
= 1

n∑
i=1

n∑
j=1

βi(βi − β j)Ki K j

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
n∑

i=1

n∑
j=1

βi(βi − β j)Ki K j Y j

n∑
i=1

n∑
j=1

(β j − βi)Ki K j Y j

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
where βi = β(Xi, x) et Ki = K (H−1

k,xδ(x, Xi)).
By using (1) and the fact that β(x, x) = 0, we define the kNN local linear estimate of r(x) by

r̂(x) = â = 1
n∑

i=1

n∑
j=1

βi(βi − β j)Ki K j

n∑
i=1

n∑
j=1

βi(βi − β j)Ki K j Y j.

The main goal of this Note is to study the almost complete consistency of r̂(x). Precisely, our main results are given in the 
following theorems (see the French version for the notations and assumptions)

Theorem 0.1. Under the hypotheses (H1)–(H7) we have,

r̂(x) − r(x) = O

((
φ−1

x

(
k

n

))β

+
(√

log n

k

))
a.co.

Theorem 0.2. Under the hypotheses (U1)–(U7) we have,

sup
k1,n≤k≤k2,n

|̂r(x) − r(x)| = O

(
φ−1

x

(
k2,n

n

)β
)

+ O a.co.

(√
log n

k1,n

)
.

1. Introduction

Le cadre général de cette note est la modélisation locale linéaire de la fonction de régression. Plus précisément, nous 
construisons, par la méthode des k plus proches voisins (kNN), un estimateur pour ce modèle et nous établissons ses 
propriétés asymptotiques dans le cas où la variable explicative est fonctionnelle.

Notons que la modélisation locale linéaire est une approche alternative à l’estimation de Nadaraya–Watson (NW), qui a 
plus d’avantages sur cette dernière (voir [8]). En particulier, le plus grand avantage de la méthode des polynômes locaux sur 
la méthode du noyau est la réduction considérable du biais de l’estimateur. Motivée par cette supériorité sur l’estimation de 
NW, l’estimation locale linaire de la régression fonctionnelle a fait l’objet de plusieurs travaux en statistique fonctionnelle. 
Nous citons, par exemple, [2,1,5]. Dans la plupart de ces travaux, les auteurs utilisent une pondération issue de la méthode 
du noyau. Dans cette note, nous construisons notre estimateur à l’aide de la méthode des k plus proches voisins. Rappelons 
que l’importance de l’estimation par la méthode de kNN provient essentiellement du fait que le paramètre de lissage est 
bien adapté aux données. La souplesse et l’efficacité, de cette méthode, ont motivé plusieurs auteurs à introduire cette 
approche en statistique fonctionnelle. Parmi les travaux précurseurs dans cette thématique, nous citons [3,9–11].

Dans cette note, nous allons combiner les idées de la régression locale linaire à ceux de la méthode du kNN pour 
construire un estimateur localement adaptatif avec un biais réduit. De plus, l’estimateur construit est plus pratique que 
celui de la méthode à noyau, car le nombre optimal des voisins est à sélectionner sur un ensemble fini (voir [3], pour plus 
de discussions). Comme résultat asymptotique, nous établissons la convergence presque complète de l’estimateur obtenu. 
Nous traitons, dans un premier temps, le cas où le nombre des voisins est fixé. Ensuite, nous généralisons ce résultat au cas 
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uniform sur ce nombre. Nous mentionnons également le fait que la convergence uniforme sur le nombre des voisins a un 
grand impact en pratique. En effet, dans la plupart des cas, l’estimateur optimal est associé à un nombre des voisins optimal, 
qui est fonction des observations. Dans cette situation, la convergence presque complète pour un nombre des voisins fixé 
est insuffisante pour utiliser cet estimateur en pratique. La version uniforme est nécessaire pour analyser le comportement 
asymptotique de cet estimateur. Notons que ces questions de la convergence uniforme sur le paramètre de lissage ont été 
largement étudiées dans l’estimation par la méthode à noyau (voir [7,4]). Cependant, à l’exception de l’article [9], qui traite 
la régression classique, ce problème n’ a pas été abordé dans la méthode de kNN.

Nous présentons notre modèle et son estimateur dans le paragraphe suivant. Dans le troisième paragraphe, nous étudions 
la convergence presque complète de notre estimateur lorsque le nombre des voisins est fixé. La version uniforme de cette 
convergence est donnée au quatrième paragraphe. L’impact pratique de nos résultats est discuté dans le dernier paragraphe.

2. Le modèle et son estimateur

Soit (X, Y ) un couple de variables aléatoires à valeurs dans F × R, où F est un espace semi-métrique. On note d la 
semi-métrique sur F .

Généralement, l’estimation de la fonction de régression r par la méthode des polynômes locaux est fondée sur une 
condition de régularité permettant d’approximer localement r par un polynôme. En analyse statistique des données fonction-
nelles, plusieurs approches par polynômes locaux ont été proposées. Dans cette note, nous procédons par l’approximation 
suivante :

r(x0) = a + bβ(x0, x) + o(β(x0, x)),∀x0 dans un voisinage de x de F (2)

où β(·, ·) est une fonction de F ×F à valeurs dans R vérifie β(ξ, ξ) = 0, pour tout ξ ∈F .
Nous mentionnons que cette approximation locale a été introduite par [2], dont l’objectif de construire une version 

rapide de l’estimateur local linéaire fonctionnel. Il s’agit d’une condition qui contrôle le taux d’accroissement de l’opérateur 
de régression r relativement à un bi-fonctionnel β . Cette considération nous permet de remplacer le développement de 
Taylor dans le cas vectoriel. Il est à noter que cette condition n’est pas très restrictive. En effet, elle est vérifiée, par exemple, 
dans un espace semi métrique, F , muni de la semi-métrique d’indice fonctionnel simple (d(x, x′) = | < θ, x − x′ > | ;, θ ∈F ), 
pour un opérateur de r(x) = f (< θ0, x >) ; (θ0 ∈ F) et un bi-fonctionnel β(x, x′) =< θ0, x − x′ >, où f est une fonction à 
taux d’accroissement fini.

Sous la décomposition (2), les deux paramètres a et b sont à estimer en cherchant la solution du problème de minimi-
sation :

min
a,b∈R

n∑
i=1

(Yi − a − bβ(Xi, x))2 K (H−1
k,xδ(x, Xi)) (3)

où δ(·, ·) est une fonction de F × F à valeurs dans R vérifie |δ(ξ, ξ ′)| = d((ξ, ξ ′)), K est un noyau et Hk,x =
min

{
h ∈R+ tel que

∑n
i=1 1B(x,h)(Xi) = k

}
. La solution de ce problème est explicitement donnée par

(
â
b̂

)
= 1

n∑
i=1

n∑
j=1

βi(βi − β j)Ki K j

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
n∑

i=1

n∑
j=1

βi(βi − β j)Ki K j Y j

n∑
i=1

n∑
j=1

(β j − βi)Ki K j Y j

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
où βi = β(Xi, x) et Ki = K (H−1

k,xδ(x, Xi)).
En utilisant (2) et le fait que β(x, x) = 0, on estime r(x) par

r̂(x) = â = 1
n∑

i=1

n∑
j=1

βi(βi − β j)Ki K j

n∑
i=1

n∑
j=1

βi(βi − β j)Ki K j Y j.

Nous rappelons que la littérature sur l’estimation par la méthode de kNN est très abondante dans le cas de la statistique 
vectorielle (voir [6] pour une liste de références).

3. Convergence presque complète ponctuelle

Par la suite, on fixe un point x de F , on note par Nx un voisinage de x et par C, C ′ des constantes strictement positives. 
On pose φx(r1, r2) = P(r2 ≤ δ(X, x) ≤ r1) et on considère les hypothèses suivantes :

(H1) La fonction φx(r) = φx(−r, r), r > 0 est continue au voisinage de 0 et vérifie φx(r) > 0, ∀ r > 0.
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(H2) ∀x1, x2 ∈ Nx | r(x1) − r(x2) |≤ C1dβ0(x1, x2); β0 > 0.
(H3) La fonction β(., .) vérifie ∀x′ ∈ F , C |δ(x, x′)| ≤ |β(x, x′)| ≤ C ′ |δ(x, x′)|.
(H4) K est un noyau continu, dérivable et à support compact [−1, 1].
(H5) Le nombre de voisins k est tel que k/n → 0 et lim

n→∞ log n/k = 0

(H6) Pour toute suite hn → 0 on a :

Il existe un n0, tel que ∀n > n0,
1

φx(hn)

1∫
−1

φx(zhn,hn)
d

dz

(
z2 K (z)

)
dz > C > 0,

et hn

∫
B(x,hn)

β(u, x)dP (u) = o

⎛⎜⎝ ∫
B(x,hn)

β2(u, x)dP (u)

⎞⎟⎠
où B(x, r) = {

x′ ∈F/|δ(x′, x)| ≤ r
}

(H7) Les moments conditionnels de Y vérifient, ∀ m ≥ 2, que E[Y m|X = ·] := σm(·) est une fonction continue telle que 
σm(X) ≤ Cm!

Remarque 1. Nos hypothèses sont standard, les conditions (H1)–(H2), (H4), (H5) et (H7) ont été utilisées pour l’estimation 
kNN de la régression classique (voir [3]), tandis que les conditions (H3) et (H6) sont similaires à celles utilisées par [2] pour 
la méthode locale linéaire.

On obtient le résultat suivant.

Théorème 3.1. Sous les hypothèses (H1)–(H7), on a

r̂(x) − r(x) = O

((
φ−1

x

(
k

n

))β0

+
(√

log n

k

))
p.co. (4)

Schéma de la démonstration. Il suffit de combiner les techniques de [3] a ceux utilisées par [2]. La démonstration détaillée 
peut être obtenue sur simple demande.

4. Convergence presque complète uniforme sur k

Dans cette section, nous établissons la version uniforme de la vitesse de convergence précédente. À cet objectif, on 
suppose que k ∈ (k1,n, k2,n), et on introduit les conditions suivantes :

(U1) la condition (H1) est vérifiée pour un φx() telle que pour tout s ∈ (0, 1),

lim
r→0

φx(sr)

φx(r)
= τx(s) ;

(U2) la condition (H2) est vérifiée ;
(U3) la condition (H3) est vérifiée ;
(U4) K est un noyau continu, dérivable de dérivée continue et à support compact (−1/2, 1/2). De plus, la classe de fonc-

tions

Kk = {· 	→ γ −k K (γ −1δ(x, ·))βk(x, ·), γ > 0} est mesurable ponctuellement

vérifiant :

sup
Q

1∫
0

√
1 + logN (ε‖F‖Q ,2,Kk,dQ ) dε < ∞

où le supremum est pris sur toutes les mesures de probabilité Q de l’espace F avec |F |Q ,2 < ∞ et F est la fonction 
enveloppe de la classe Kk . Ici, dQ est la métrique L2(Q ) et N (ε, Kk, dQ ) est le nombre minimal de boules ouvertes 
(par rapport à la métrique L2(Q )) de rayon ε qui sont nécessaires pour couvrir la classe de fonction Kk ;

(U5) les deux suites k1,n, k2,n sont telles que

φ−1
x

(
k2,n

n

)
→ 0 and

log n

min(nφ−1
x

(
k1,n

n

)
,k1,n)

→ 0 ;
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(U6) la deuxième partie de (H6) est vérifiée et la première est remplacée par

K (1/2)τx(1/2) −
1/2∫

−1/2

K ′(s)τx(s)ds > 0

et (1/4)K (1/2)τx(1/2) −
1/2∫

−1/2

(s2 K ′(s))τx(s)ds > 0;

(U7) la condition (H7) est vérifiée.

Remarque 2. De même que le premier résultat, les conditions utilisées sont classiques. En effet, toutes les conditions sup-
plémentaires sont similaires à celles utilisées par [9].

On obtient le résultat suivant :

Théorème 4.1. Sous les hypothèses (U1)–(U7), on a

sup
k1,n≤k≤k2,n

|̂r(x) − r(x)| = O

(
φ−1

x

(
k2,n

n

)β0
)

+ O p.co.

(√
log n

k1,n

)
. (5)

Schéma de la démonstration. La preuve est basée sur des idées similaire à ceux utilisées par [9]. La démonstration détaillée 
peut être obtenue sur simple demande.

5. L’impact des résultats asymptotiques

Comme c’est indiqué dans l’introduction, l’une des conséquences les plus importantes de notre étude asymptotique est la 
précision de la vitesse de convergence de l’estimateur optimal. En effet, étant donné un échantillon (Xi, Yi)i=1,...,n de (X, Y ), 
l’estimateur optimal est associé à un nombre de voisins optimal kopt tel que

kopt = arg min
k
CV(k),

où

CV(k) =
n∑

l=1

(Yl − r̂−l(Xl))
2

avec

r̂−l(Xl) =

n∑
i=1,�=l

n∑
j=1,�=l

β(Xi, Xl)(β(Xi, Xl) − β(X j, Xl))K (H−1
k,Xl

δ(Xl, Xi))K (H−1
k,Xl

δ(Xl, X j))Y j

n∑
i=1,�=l

n∑
j=1,�=l

β(Xi, Xl)(β(Xi, Xl) − β(X j, Xl))K (H−1
k,Xl

δ(Xl, Xi))K (H−1
k,Xl

δ(Xl, X j))

. (6)

Il est clair que le Théorème 3.1 n’assure pas la convergence de cet estimateur optimal, car le paramètre kopt est une fonction 
aléatoire. Dans cette situation, on fait appel au Théorème 4.1, qui permet de déduire la vitesse de convergence suivante.

Corollaire 5.1. Si kopt ∈ (k1,n, k2,n) et si les conditions du Théorème 4.1 sont vérifiées, alors

|̃ropt(x) − r(x)| = O

(
φ−1

x

(
k2,n

n

)β0
)

+ O p.co.

(√
log n

k1,n

)
.

où ̃ropt est l’estimateur optimal associé au nombre des voisins optimal kopt.
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