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Dans cette note, nous construisons et étudions un test non paramétrique de détection de 
l’hétéroscédasticité quand les covariables sont fonctionnelles. Ce dernier est construit en 
évaluant la différence entre la variance conditionnelle et la variance inconditionnelle. Nous 
montrons la normalité asymptotique de cette statistique de test sous l’hypothèse nulle. 
En outre, nous prouvons que ce test est également robuste contre toutes les déviations 
possibles à l’homoscédasticité.
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a b s t r a c t

We present in this paper a consistent nonparametric test for heteroscedasticity when data 
are of functional kind. The latter is constructed by evaluating the difference between 
the conditional and unconditional variances. We show the asymptotic normality of the 
statistical test under the null hypothesis. In addition, we prove that this test is consistent 
against all deviations from homoscedasticity condition.

© 2018 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

L’inférence statistique pour l’analyse des données fonctionnelles (FDA) a été le centre de plusieurs études (voir, par 
exemple, Ramsay et Silverman [6] et Ferraty et Vieu [3] pour des références de base et Hsing et Eubank [5] ou Goia et Vieu 
[4] pour des avancées récentes). Dans ce contexte, la prédiction d’une réponse scalaire Y étant donné une variable aléatoire 
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fonctionnelle X , est une question très importante. Le modèle de régression est le plus utilisé pour résoudre ce genre de pro-
blème. Cependant, ce modèle n’est pas efficace dans le cas où les données sont héteroscédastiques. Il est donc nécessaire de 
vérifier l’homoscédasticité des données afin de préciser le modèle qui convient. En dimension finie, où les données peuvent 
être visualisées, ce phénomène est facilement détectable. Mais ceci n’est point possible lorsque la variable explicative est 
fonctionnelle (de dimension éventuellement finie), car il n’est pas possible de faire des représentations graphiques mon-
trant le lien entre celle-ci et la réponse scalaire. Malgré l’importance de l’hétéroscédasticité des résidus, beaucoup moins 
d’attention lui a été portée dans le cadre de la FDA, et même, à notre connaissance, ce problème n’a pas été traité jusqu’à 
présent. Cependant, la littérature sur le sujet est très abondante dans le cas vectoriel (en dimension finie). Nous citons, 
à titre d’exemple, Breusch et Pagan [1] Dette et al. [2] pour les anciens travaux et Zheng [7] pour des références assez 
récentes.

Dans cette note, nous proposons un test non paramétrique consistant pour la détection de l’hétéroscédasticité. Ce test 
est basé sur l’estimation à noyau de l’opérateur de régression. Ensuite, nous établissons la normalité asymptotique de la 
statistique de test construite sous l’hypothèse nulle (voir (5))et nous montrons que nous pouvons détecter des variantes 
locales distinctes de zéro. Mentionnons que les résultats de cette note sont obtenus sous des conditions standards en FDA 
non paramétrique et permettent d’éviter le fléau de la dimension du cas multivarié.

Dans la section 2, nous présentons le modèle fonctionnel. Nous construisons la statistique de test dans la section 3. Enfin, 
dans la section 4, nous exposons les résultats sur le comportement asymptotique de cette statistique de test. Notons qu’une 
étude sur des données simulées a été réalisée et a montré l’efficacité du test proposé : celle-ci peut être obtenue sur simple 
demande.

2. Position du problème

Soit (Xi, Yi) pour i = 1, . . . , n, des couples de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées comme 
(X, Y ) ∈ F ×R, où F est un espace semi-métrique. Dans ce qui suit, nous noterons d une semi-métrique sur l’espace F , x
est une courbe fixée dans F , Nx est un voisinage fixé de x et on note B(x, α) = {y ∈F tel que d(y, x) ≤ α} la boule fermée 
de centre x et de rayon α. De plus, nous supposons que les variables aléatoires X et Y sont reliées par la relation :

Y = r (X) + ε, (1)

où r est un opérateur défini de F vers R et ε est une variable aléatoire d’erreur, telle que : E[ε|X] = 0.
Dans ce qui suit, nous supposons que l’opérateur r satisfait la condition suivante :

pour tout x1, x2 ∈ Nx, |r(x1) − r(x2)| ≤ Cdβ(x1, x2), où C et β > 0. (2)

Dans le but de tester l’hypothèse d’hétéroscédasticité de ce modèle, nous supposons qu’il existe deux fonctions, φ et f , 
positives et continues et telles que : P (X ∈ B(x,α)) = φ(α). f (x) + o(φ(α)). De plus, nous supposons que la fonction φ a 
une dérivée bornée au voisinage de 0 et que :

pour tout s ∈ [0,1], lim
α→0

φ(sα)

φ(α)
= τ (s). (3)

Concernant la fonction f , nous supposons que la ε-entropy de Kolmogorov1 ψS du support S de f est telle que :

∞∑
n=1

exp

{
(1 − η)ψS

(
log n

n

)}
< ∞, pour η > 1. (4)

3. Construction de la statistique de test

Nous souhaitons tester l’hétéroscédasticité du modèle (1). Typiquement, nous testons :

H0 : var [ε|X] = σ 2 versus H1 : var[ε|X] �= σ 2. (5)

Dans le but de construire une statistique de test, nous supposons que la fonction f est telle que :

f (X) > 0 presque sûrement, et E[ f (X)] < ∞. (6)

Notons que l’hypothèse (6) permet de montrer que l’hypothèse H0 est équivalente à :

S1 := E[(ε2 − σ 2)E[(ε2 − σ 2)|X] f (X)] = E[E2[(ε2 − σ 2)|X] f (X)] = 0,

1 Soit ε > 0. Un ensemble fini de points x1, x2, . . . , xN dans F est dit un ε-net pour S si S ⊂ ⋃N
k=1 B(xk, ε). La quantité ψS(ε) = log(Nε(S)), où Nε(S)

est le nombre minimal de boules ouvertes dans F de rayon ε qui est nécessaire pour couvrir S , et est appelé la ε-entropie de Kolmogorov de l’ensemble 
S .
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tandis que l’hypothèse H1 est équivalente à S1 > 0. Donc, notre problème de test (voir (5), est équivalent au problème 
suivant :

H0 : S1 = 0 versus H1 : S1 > 0.

L’estimateur naturel de S1 est :

Wn = 1

n(n − 1)φ(h)

n∑
i=1

n∑
j �=i,=1

(ε̂i
2 − σ̂ 2)K

(
d(Xi, X j)

h

)
(ε̂ j

2 − σ̂ 2),

où

ε̂i = Yi − r̂(Xi) et σ̂ 2 = 1

n

n∑
i=1

ε̂i
2 avec r̂(x) =

n∑
i=1

K (d(x, Xi)/h) Yi

n∑
i=1

K (d(x, Xi)/h)

,

et K est un noyau devant vérifier quelques conditions (voir (H3)).

Afin d’établir la distribution asymptotique de la statistique Wn , nous avons besoin des hypothèses suivantes :

(H1) il existe m ≥ 2 tel que E[Y m|X = x] < δm(x) < C < ∞ avec δm(.) est continue sur S ;
(H2) E[ε8|X = x] ≤ b(x) où b(·) est un opérateur continu sur S , tel que E[b2(X)] < ∞ ;
(H3) le noyau K est de classe C1 sur son support [0, 1] et vérifie :

K 2(1) −
1∫

0

(K 2(s))′τ (s)ds > 0 et K (1) −
1∫

0

(K (s))′τ (s)ds �= 0 ;

(H4) la largeur de fenêtre h := h(n) est strictement positive et telle que :

h → 0, n φ(h) → ∞, n
√

φ(h) max

(
h4β,

1

log2 n

)
→ 0 et

(log n)2

n φ(h)
< ψS

(
log n

n

)
<

n φ(h)

log n

quand n tend vers l’infini.

4. Principaux résultats

On a les résultats suivants :

Théorème 4.1. Si les hypothèses (H1)–(H4) et (2)–(6) sont satisfaites, alors :

– Sous l’hypothèse nulle H0 :

n
√

φ(h) Wn
D−→ N (0, s2) quand n → ∞

où s2 = 2 

⎛
⎝K 2(1) −

1∫
0

(K 2(s))′τ (s)ds

⎞
⎠ E 

[
f (X)var2

[
ε2|X

]]
et D−→ désigne la convergence en loi.

De plus,

Tn = n
√

φ(h)
Wn

ŝ
D−→ N (0,1) quand n → ∞

où

ŝ2 = 1

n(n − 1)φ(h)

n∑
i=1

n∑
j �=i,=1

K

(
d(Xi, X j)

h

)
(ε̂ j

2 − σ̂ 2)2(ε̂i
2 − σ̂ 2)2.
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– Sous l’hypothèse alternative H1 :

Tn

n
√

φ(h)
−→ E[(var[ε|X] − σ 2)2 f (X)]/s1, en probabilité,

où

s2
1 =

(
K 2(1) − ∫ 1

0 (K 2(s))′τ (s)ds
)

(
K (1) − ∫ 1

0 (K (s))′τ (s)ds
) E[(var[ε2|X] + (var[ε|X] − σ 2)2) f (X)].

Maintenant, nous examinons la robustesse du test contre toutes les déviations possibles à l’homoscédasticité. Pour ce 
faire, nous introduisons la séquence d’hypothèses alternatives locales suivantes :

H1n : var[ε|x] − σ 2 = δn g(x)

où la fonction g(·) est connue, continue sur S et telle que E[g2(X)] < ∞. Donc, nous obtenons le corollaire suivant.

Corollaire 4.2. Sous les hypothèses (H1)–(H4) et (2)–(6), nous avons, sous H1n avec δn = n−1/2φ−1/4(h) :

Tn
D−→ N (μ,1) quand n → ∞, où μ =

⎛
⎝K (1) −

1∫
0

(K (s))′τ (s)ds

⎞
⎠E[g2(X) f (X)]/s.
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