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On identifie, et justifie rigoureusement par une analyse asymptotique, les inéquations va-
riationnelles du problème bidimensionnel satisfait par le champ des déplacements d’une 
coque membranaire linéairement élastique du type elliptique soumise à une condition de 
confinement à l’intérieur d’un demi-espace. Ce type de condition diffère notablement de la 
condition du Signorini habituellement imposée sur la « face inférieure » de la coque.
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a b s t r a c t

We identify, and rigorously justify by an asymptotic analysis, the variational inequalities 
of the two-dimensional problem satisfied by the displacement field of a linearly elastic 
membrane shell of elliptic type subjected to a confinement condition inside a half-space. 
This type of condition substantially differs from the Signorini condition usually imposed on 
the “lower face” of the shell.

© 2018 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Cet article est publié en 
Open Access sous licence CC BY-NC-ND 

(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

1. Préliminaires

Les indices latins varient dans l’ensemble {1, 2, 3} et les indices grecs dans l’ensemble {1, 2}, et ils vérifient la convention 
habituelle de sommation des indices répétés. La notation E3 désigne l’espace euclidien tridimensionnel. Les notations ·, ∧, |·|
désignent le produit scalaire, le produit vectoriel et la norme euclidienne dans E3.

Un domaine de Rn est un ouvert borné et connexe de Rn , dont la frontière ∂� est lipschitzienne, l’ouvert � étant 
localement d’un même côté de ∂�. Les notations D(�) et D′(�) désignent respectivement l’espace des fonctions de classe 
C∞ à support compact dans � et l’espace des distributions dans �.
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Soit ω un domaine de R2, de point générique y = (yα). On note ∂α := ∂/∂ yα et ∂αβ := ∂2/∂ yα∂ yβ . Soit θ ∈ C1(ω; E3)

une immersion. Alors θ(ω) est une surface de E3, munie des coordonnées curvilignes y1 et y2. Étant donné y ∈ ω, les deux 
vecteurs

aα(y) := ∂αθ(y)

forment une base du plan tangent à θ(ω) au point θ(y), et les trois vecteurs ai(y), où

a3(y) := a1(y) ∧ a2(y)

|a1(y) ∧ a2(y)| ,

forment la base covariante au point θ(y), la base contravariante au même point étant formée par les trois vecteurs a j(y)

définis par les relations

a j(y) · ai(y) = δ
j
i .

La première forme fondamentale de la surface θ(ω) est définie par ses composantes covariantes

aαβ := aα · aβ = aβα ∈ C0(ω),

ou contravariantes

aαβ := aα · aβ = aβα ∈ C0(ω).

L’élément d’aire le long de θ(ω) est défini en chaque point θ(y), y ∈ ω, par 
√

a(y)dy, où

a := det(aαβ) ∈ C0(ω).

Soit θ ∈ C2(ω, E3) une immersion. La seconde forme fondamentale de la surface θ(ω) est définie par ses composantes 
covariantes

bαβ := ∂αaβ · a3 = −aβ · ∂αa3 = bβα ∈ C0(ω),

ou par ses composantes mixtes

bβ
α := aβσ bασ ∈ C0(ω),

et les symboles de Christoffel associés à l’immersion θ sont définis par

	σ
αβ := ∂αaβ · aσ = 	σ

βα ∈ C0(ω).

Enfin, la courbure de Gauss en chaque point θ(y), y ∈ ω, de la surface θ(ω) est définie par

κ(y) := det(bαβ(y))

det(aαβ(y))
= det

(
bβ
α(y)

)
.

Étant donné une immersion θ ∈ C2(ω; E3) et un champ de vecteurs η = (ηi) ∈ C1(ω; R3), le champ de vecteurs

η̃ := ηia
i

peut être interprêté comme un champ de déplacements de la surface θ(ω). Si (θ + ηiai) ∈ C1(ω, E3) est aussi une immersion, 
les composantes covariantes de la première forme fondamentale de la surface déformée (θ + η̃)(ω) sont données par

aαβ(η) := (aα + ∂α η̃) · (aβ + ∂β η̃)

= aαβ + aα · ∂β η̃ + ∂αη̃ · aβ + ∂αη̃ · ∂β η̃ ∈ C0(ω).

Alors, la partie linéaire par rapport à η̃ de la différence 
1

2
(aαβ(η) − aαβ) est appelée le tenseur linéarisé des déformations, 

ou de changement de métrique, associé au champ η̃, et ses composantes covariantes sont données par

γαβ(η) := 1

2

(
aα · ∂β η̃ + ∂αη̃ · aβ

) = 1

2
(∂βηα + ∂αηβ) − 	σ

αβησ − bαβη3 = γβα(η) ∈ C0(ω).

Étant donné une immersion θ ∈ C2(ω; E3), on dit que la surface θ(ω) est elliptique s’il existe une constante κ0 telle que

0 < κ0 ≤ κ(y) pour tout y ∈ ω.

Le résultat suivant (dû à [5] et [8] ; voir aussi [1, Th. 2.7-3]) constitue un exemple d’inégalité de Korn sur une surface ; elle 
joue un rôle fondamental dans l’analyse asymptotique qui suivra.
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Théorème 1.1. Soit ω un domaine de R2 et θ ∈ C3(ω; E3) une immersion telle que la surface θ(ω) soit elliptique. On définit l’espace

V M(ω) := H1
0(ω) × H1

0(ω) × L2(ω).

Alors, il existe une constante c0 telle que

{∑
α

‖ηα‖2
H1(ω)

+ ‖η3‖2
L2(ω)

}1/2 ≤ c0

{∑
α,β

∥∥γαβ(η)
∥∥2

L2(ω)

}1/2

pour tout η = (ηi) ∈ V M(ω). �
2. Un problème tridimensionnel de confinement pour une coque

Soit ω un domaine de R2. On pose γ := ∂ω et on note γ0 un sous-ensemble non vide de γ , relativement ouvert dans γ . 
Pour chaque ε > 0, on définit les ensembles

�ε = ω × ]−ε, ε[ et 	ε
0 := γ0 × ]−ε, ε[ ,

on note xε = (xε
i ) un point générique de �ε , et on pose ∂ε

i := ∂/∂xε
i ; on a donc xε

α = yα et ∂ε
α = ∂α .

Étant donné une immersion θ ∈ C3(ω; E3) et ε > 0, on considère une coque de surface moyenne θ(ω) et d’épaisseur 
constante 2ε > 0. La configuration de référence de la coque est donc l’ensemble �(�ε), où

�(xε) := θ(y) + xε
3a3(y) à chaque point xε = (y, xε

3) ∈ �ε.

On montre (cf. [1, Th. 3.1-1]) que, si ε > 0 est suffisamment petit, l’application � ∈ C2(�ε; E3) ainsi définie est une 
immersion. Alors, les trois vecteurs

gε
i (xε) := ∂ε

i �(xε)

forment la base covariante au point �(xε), xε ∈ �ε , la base contravariante au même point étant formée des trois vecteurs 
g j,ε(xε) définis par les relations

g j,ε(xε) · gε
i (xε) = δ

j
i .

Le tenseur métrique associé à l’immersion � est défini par ses composantes covariantes

gε
i j := gε

i · gε
j ∈ C1(�ε),

ou par ses composantes contravariantes

gi j,ε := g i,ε · g j,ε ∈ C1(�ε).

L’élément de volume en chaque point �(xε) est 
√

gε(xε)dxε , où

gε := det(gε
i j) ∈ C1(�ε).

Les symboles de Christoffel associés à l’immersion � sont définis par

	
p,ε
i j := ∂i gε

j · g p,ε = 	
p,ε
ji ∈ C0(�ε).

Étant donné un champ de vecteurs vε = (vε
i ) ∈ C1(�ε; R3), le champ de vecteurs

ṽε := vε
i g i,ε

peut être interprété comme un champ de déplacements de la configuration de référence �(�ε). Si (� + ṽε
) ∈ C1(�ε; E3) est 

aussi une immersion, les composantes covariantes du tenseur métrique de la configuration déformée (� + ṽε
)(�ε) sont 

données par

gε
i j(vε) := (gε

i + ∂ε
i ṽε

) · (gε
j + ∂ε

j ṽε
)

= gε
i j + gε

i · ∂ε
j ṽε + ∂ε

i ṽε · gε
j + ∂ε

i ṽε · ∂ε
j ṽε ∈ C0(�ε).

Alors, la partie linéaire par rapport à ṽε de la différence 
1

2
(gε

i j(vε) − gε
i j) est appelée le tenseur linéarisé des déformations, 

ou de changement de métrique, associé au champ ṽε , et ses composantes covariantes sont données par
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eε
i‖ j(vε) := 1

2

(
gε

i · ∂ε
j ṽε + ∂ε

i ṽε · gε
j

)
= 1

2
(∂ε

j vε
i + ∂ε

i vε
j ) − 	

p,ε
i j vε

p = eε
j‖i(vε) ∈ C0(�ε).

Dans toute la suite de la Note, on suppose que, pour chaque ε > 0, la configuration de référence �(�ε) est un état 
naturel et que le matériau constituant la coque est linéairement élastique, homogène et isotrope, et donc caractérisé par ses 
deux constantes de Lamé λ ≥ 0 et μ > 0. On suppose aussi que, pour chaque ε > 0, la coque est soumise à des forces de 
volume de densité f i,ε gε

i , où ( f i,ε) ∈ L2(�ε; R3), et assujettie à une condition aux limites de placement le long de la partie 	ε
0

de sa face latérale. On suppose enfin que, pour chaque ε > 0, la coque est soumise à une condition de confinement, exprimant 
que les champs de déplacements admissibles vε

i g i,ε doivent être tels que les configurations déformées correspondantes restent 
dans le demi-espace

H := {x ∈ E
3; ox · p ≥ 0},

où p ∈ E
3 est un vecteur non nul donné une fois pour toutes. Autrement dit, tout champ de déplacements admissibles 

vε
i g i,ε doit vérifier(

�(xε) + vε
i (xε)g i,ε(xε)

)
· p ≥ 0

pour tout xε ∈ �ε , ou pour presque tout xε ∈ �ε si les fonctions vε
i appartiennent seulement à l’espace H1(�ε). Naturelle-

ment, on supposera que

�(�ε) ⊂ H.

Cette condition de confinement est donc très différente, et plus satisfaisante physiquement que celle-ci, de la condition 
de Signorini considérée d’habitude, où seuls les points de la « face inférieure » de la configuration déformée sont assujettis à 
une condition unilatérale (cf., par exemple, [11], [12], [13]). En revanche, une telle condition de confinement rend l’analyse 
asymptotique plus difficile.

Soit

Aijk�,ε := λgij,ε gk�,ε + μ
(

gik,ε g j�,ε + gi�,ε g jk,ε
)

= A jik�,ε = Ak�i j,ε ∈ C1(�ε)

les composantes contravariantes du tenseur d’élasticité associé au matériau considéré. L’inconnue du problème est le champ 
de vecteurs uε = (uε

i ), où les fonctions uε
i : �ε → R sont les composantes covariantes du champ de déplacements de la 

configuration de référence. Alors, ce champ inconnu doit minimiser l’énergie J ε : H 1(�ε) := H1(�ε; R3) →R définie par

Jε(vε) := 1

2

∫
�ε

Aijk�,εeε
k‖�(vε)eε

i‖ j(vε)
√

gεdxε −
∫
�ε

f i,ε vε
i

√
gεdxε

pour tout champ de déplacements admissible vε
i g i,ε , c’est-à-dire dont les coefficients v = (vε

i ) appartient à l’ensemble

U (�ε) := {vε = (vε
i ) ∈ H 1(�ε); vε = 0 on 	ε

0,

(�(xε) + vε
i (xε)g i,ε(xε)) · p ≥ 0 pour presque tout xε ∈ �ε}.

L’existence et l’unicité de la solution de ce problème de minimisation sont faciles à établir.

Théorème 2.1. Il existe un et un seul champ de vecteurs uε ∈ U (�ε) tel que

Jε(uε) = inf
vε∈U (�ε)

Jε(vε).

Ce champ uε est aussi la solution unique du problème P(�ε) suivant : trouver uε ∈ U (�ε) qui vérifie les inéquations variationnelles∫
�ε

Aijk�,εeε
k‖�(uε)

(
eε

i‖ j(vε) − eε
i‖ j(uε)

)√
gεdxε ≥

∫
�ε

f i,ε(vε
i − uε

i )
√

gεdxε

pour tout vε = (vε
i ) ∈ U (�ε).

Démonstration. L’ensemble U (�ε) est non vide (par hypothèse), convexe, et fermé dans H 1(�ε). La définie positivité 
uniforme du tenseur d’élasticité (Aijk�,ε) et l’inégalité de Korn en coordonnées curvilignes (cf. [2, Th. 3.8-3 et Th. 3.9-1]) 
montrent alors que l’on peut utiliser le théorème classique de minimisation d’une fonctionnelle quadratique coercive sur un 
ensemble convexe fermé non vide et sa caractérisation au moyen d’inéquations variationnelles (cf., par exemple, [3], [9] ou 
[10]). �
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3. Le problème tridimensionnel mis à l’échelle pour une famille de coques membranaires linéairement élastiques de type 
elliptique

Une coque linéairement élastique est dite membranaire de type elliptique si γ0 = γ et si la surface moyenne θ(ω) est 
elliptique, au sens défini dans la Sect. 1.

On considère le problème de confinement défini comme dans la Sect. 2 pour une famille de telles coques, ayant toutes 
la même surface moyenne θ(ω) et dont l’épaisseur 2ε > 0 est considérée comme un paramètre approchant zéro. Comme il 
est classique depuis [4], on met à l’échelle chaque problème P(�ε), ε > 0. À cette fin, on commence par définir l’ouvert fixe

� := ω × ]−1,1[ ,

on note x = (xi) un point générique de l’ensemble �, on pose ∂i := ∂/∂xi , et à chaque point x = (xi) ∈ �, on associe le point 
xε = (xε

i ) ∈ �ε défini par

xε
α := xα = yα et xε

3 := εx3.

À l’inconnue uε = (uε
i ) et aux champs admissibles vε = (vε

i ), on associe ensuite l’inconnue mise à l’échelle u(ε) = (ui(ε))

et les champs admissibles mis à l’échelle, en posant

ui(ε)(x) := uε
i (xε) et vi(x) := vε

i (xε)

en chaque point x ∈ � ; finalement, on suppose qu’il existe des fonctions f i ∈ L2(�) indépendantes de ε telles que

f i,ε(xε) = f i(x) pour presque tout x ∈ �.

Le point de départ de notre analyse asymptotique est le problème P(ε; �) décrit ci-dessous.

Théorème 3.1. Pour chaque ε > 0, on définit l’ensemble

U (ε;�) := {v = (vi) ∈ H 1(�); v = 0 sur γ × ]−1,1[ ,(
θ(y) + εx3a3(y) + vi(x)g i(ε)(x)

) · p ≥ 0 pour presque tout x = (y, x3) ∈ �},
où

g i(ε)(x) := g i,ε(xε) à chaque x ∈ �.

Alors, l’inconnue mise à l’échelle u(ε) est la solution unique du problème P(ε; �) suivant : trouver u(ε) ∈ U (ε, �) qui vérifie les 
inéquations variationnelles∫

�

Aijk�(ε)ek‖�(ε; u(ε))
(
ei‖ j(ε; v) − ei‖ j(ε; u(ε))

)√
g(ε)dx

≥
∫
�

f i(vi − ui(ε))
√

g(ε)dx pour tout v ∈ U (ε;�),

où

g(ε)(x) := gε(xε) et Aijk�(ε)(x) := Aijk�,ε(xε) à chaque x ∈ �,

eα‖β(ε; v) := 1

2
(∂β vα + ∂α vβ) − 	k

αβ(ε)vk = eβ‖α(ε; v),

eα‖3(ε; v) := 1

2

(
1

ε
∂3 vα + ∂α v3

)
− 	σ

α3(ε)vσ = e3‖α(ε; v),

e3‖3(ε; v) := 1

ε
∂3 v3,

où

	
p
i j(ε)(x) := 	

p,ε
i j (xε) à chaque x ∈ �.

Démonstration. Il suffit de mettre à l’échelle le problème P(�ε) (Théorème 2.1). �
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On pose également

g i(ε)(x) := gε
i (xε) à chaque x ∈ �.

Le théorème qui suit décrit le comportement asymptotique lorsque ε → 0 des diverses fonctions apparaissant dans la 
formulation du problème P(ε; �). Les symboles O (ε) et O (ε2) sont à comprendre au sens de la norme de l’espace C0(�).

Théorème 3.2. Les fonctions Aijk�(ε) = A jik�(ε) = Ak�i j(ε) vérifient

Aijk�(ε) = Aijk�(0) + O (ε), Aαβσ3(ε) = Aα333(ε) = 0,

où

Aαβστ (0) = λaαβaστ + μ(aασ aβτ + aατ aβσ ),

Aαβ33(0) = λaαβ, Aα3σ3(0) = μaασ , A3333(0) = λ + 2μ.

Les fonctions 	p
i j(ε) et g(ε) vérifient

	σ
αβ(ε) = 	σ

αβ − εx3(∂αbσ
β + 	σ

ατ bτ
β − 	τ

αβbσ
τ ) + O (ε2),

	3
αβ(ε) = bαβ − εx3bσ

αbσβ, ∂3	
p
αβ(ε) = O (ε),

	σ
α3(ε) = −bσ

α − εx3bτ
αbσ

τ + O (ε2), 	3
α3(ε) = 	

p
33(ε) = 0,

g(ε) = a + O (ε).

Il existe donc des constantes ε0 > 0, C0 , g0 , et g1 , telles que

0 < g0 ≤ g(ε)(x) ≤ g1 et
∑
i, j

∣∣ti j
∣∣2 ≤ C0 Aijk�(ε)(x)tk�ti j

pour tout 0 < ε ≤ ε0 et x ∈ �, et pour toute matrice symétrique (ti j).
Les champs de vecteurs g i(ε) et g j(ε) vérifient

gα(ε) = aα − εx3bσ
αaσ , g3(ε) = a3,

gα(ε) = aα + εx3bα
σ aσ + O (ε2), g3(ε) = a3.

Démonstration. Voir les preuves des Théorèmes 3.3-1 et 3.3-2 de [1]. �
Le résultat suivant (dû à [6, Th. 4.1] ; voir aussi [1, Th. 4.3-1]) constitue un exemple d’inégalité de Korn pour une famille

de coques du type consideré ici ; elle joue un rôle fondamental dans l’analyse asymptotique qui suit.

Théorème 3.3. On considère une famille de coques membranaires linéairement élastiques de type elliptique, ayant toutes la même 
surface moyenne θ(ω) et d’épaisseur 2ε > 0. On définit l’espace

V (�) := {v = (vi) ∈ H 1(�); v = 0 sur γ × ]−1,1[}.
Alors, il existe des constantes ε1 > 0 et C1 > 0 telles que

{∑
α

‖vα‖2
H1(�)

+ ‖v3‖2
L2(�)

}1/2 ≤ C1

{∑
i, j

∥∥ei‖ j(ε; v)
∥∥2

L2(�)

}1/2

pour tout 0 < ε ≤ ε1 et pout tout v ∈ V (�). �
4. Analyse asymptotique de la solution u(ε) du problème P(ε; �) lorsque ε → 0

Le résultat qui suit constitue le résultat essentiel de cette Note.

Théorème 4.1. Soit ω un domaine de R2 , soit θ ∈ C3(ω; E3) une immersion telle que la surface θ(ω) soit elliptique, et soit p ∈ E
3 un 

vecteur non nul. On définit l’espace et les deux ensembles suivants :
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V M(ω) := H1
0(ω) × H1

0(ω) × L2(ω),

U M(ω) := {η = (ηi) ∈ H1
0(ω) × H1

0(ω) × L2(ω);(
θ(y) + ηi(y)ai(y)

) · p ≥ 0 pour presque tout y ∈ ω},
Ũ M(ω) := {η = (ηi) ∈ H1

0(ω) × H1
0(ω) × H1

0(ω);(
θ(y) + ηi(y)ai(y)

) · p ≥ 0 pour presque tout y ∈ ω}.
On suppose que l’immersion θ est telle que

d := inf
y∈ω

(θ(y) · p) > 0,

et qu’elle vérifie « l’hypothèse de densité » suivante : l’ensemble Ũ M(ω) est dense dans l’ensemble U M(ω) muni de la norme 
‖·‖H1(ω)×H1(ω)×L2(ω) .

On considère une famille de coques membranaires linéairement élastiques de type elliptique, ayant toutes la même surface moyenne 
θ(ω) et d’épaisseur 2ε > 0. Pour chaque ε > 0, soit

u(ε) = (ui(ε)) ∈ U (ε;�) := {v = (vi) ∈ H 1(�); v = 0 sur γ × ]−1,1[ ,(
θ(y) + εx3a3(y) + vi(x)g i(ε)(x)

) · p ≥ 0 pour presque tout x = (y, x3) ∈ �}
la solution unique du problème P(ε; �) (cf. Theorem 3.1).

Alors, il existe des fonctions uα ∈ H1(�) et u3 ∈ L2(�) indépendantes de la variable x3 telles que

uα = 0 sur γ × ]−1,1[ ,

uα(ε) → uα dans H1(�) et u3(ε) → u3 dans L2(�).

De plus, la moyenne

u = (ui) := 1

2

1∫
−1

udx3 ∈ V M(ω)

vérifie

u = ζ ,

où ζ est la solution unique du problème bidimensionnel PM(ω) : trouver ζ = (ζi) ∈ U M(ω) qui vérifie les inéquations variationnelles∫
ω

aαβστ γστ (ζ )γαβ(η − ζ )
√

ady ≥
∫
ω

pi(ηi − ζi)
√

ady pour tout η = (ηi) ∈ U M(ω),

où

aαβστ := 4λμ

λ + 2μ
aαβaστ + 2μ

(
aασ aβτ + aατ aβσ

)
et pi :=

1∫
−1

f idx3.

Esquisse de la preuve (on trouvera la démonstration complète dans [7]). Si le principe de la preuve est analogue à celui 
de la preuve du Théorème 4.4-1 de [1] (adapté du Théorème 5.1 de [6]) qui s’applique à des coques non assujetties à une 
condition de confinement, la prise en compte d’une telle condition rend en revanche la preuve de la convergence beaucoup 
plus longue et délicate ; pour cette raison, celle-ci n’est que très brièvement décrite ici.

Comme dans [1], on commence par établir l’existence d’une suite extraite, encore notée (u(ε))ε>0, et de fonctions uα ∈
H1(�), u3 ∈ L2(�) et ei‖ j ∈ L2(�) telles que (on note → la convergence forte et ⇀ la convergence faible lorsque ε → 0)

uα = 0 dans γ × ]−1,1[ ,

uα(ε) ⇀ uα dans H1(�) et uα(ε) → uα dans L2(�), u3(ε) ⇀ u3 dans L2(�),

ei‖ j(ε) := ei‖ j(ε; u(ε)) ⇀ ei‖ j dans L2(�).

À cette fin, on fait v = 0 dans les inégalités variationnelles du problème P(ε; �) et on utilise la définie positivité uniforme 
du tenseur (Aijk�(ε)) (Théorème 3.2) et l’inégalité de Korn du Théorème 3.3. On montre aussi, à l’aide de raisonnements 
analogues à ceux de [1], que
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∂3uα = 0 dans L2(�) et ∂3u3 = 0 dans D′(�),

u ∈ U M(ω) := {η = (ηi) ∈ H1
0(ω) × H1

0(ω) × L2(ω);(
θ(y) + ηi(y)ai(y)

)
· p ≥ 0 pour presque tout y ∈ ω}.

Une nouveauté essentielle par rapport à [1], et techniquement quelque peu délicate, consiste ensuite à établir l’existence 
d’une constante ε0 > 0 telle que, pour tout champ de vecteurs ϕ = (ϕi) ∈ D(�) := D(�; R3), il existe une constante C(ϕ)

et un champ de vecteurs v(ε; ϕ) = (vi(ε; ϕ)) vérifiant

v(ε;ϕ) ∈ U (ε;�) et ∂3 vi(ε;ϕ) = ϕi in � pour tout 0 < ε ≤ ε0,

et

‖v(ε;ϕ)‖H 1(�) ≤ C(ϕ) pour tout 0 < ε ≤ ε0.

Utilisant de tels champs de vecteurs v(ε; ϕ) dans les inéquations variationnelles du problème P(ε; �), on montre alors, 
grâce au comportement asymptotique des fonctions Aijk�(ε) et g(ε) lorsque ε → 0 (Théorème 3.2), que∫

�

(
(2μaασ eσ‖3)ϕα + (

λaστ eσ‖τ + (λ + 2μ)e3‖3
)
ϕ3

)√
adx ≥ 0

pour tout champ de vecteurs (ϕi) ∈D(�), d’où l’on déduit que

eσ‖3 = 0 et λaστ eσ‖τ + (λ + 2μ)e3‖3 = 0 dans L2(�).

Par ailleurs, les convergences faibles uα(ε) ⇀ uα dans H1(�) et u3(ε) ⇀ u3 dans L2(�) établies plus haut combinées au 
comportement asymptotique des fonctions 	p

αβ(ε) (Théorème 3.2) montrent que

eα‖β(ε) = 1

2

(
∂αuβ(ε) + ∂βuα(ε)

) − 	
p
αβ(ε)up(ε) ⇀

eα‖β = 1

2
(∂αuβ + ∂βuα) − 	σ

αβuσ − bαβu3 dans L2(�),

et donc que les limites faibles eα‖β et e3‖3 sont elles aussi indépendantes de la variable x3.
Le tenseur (aαβστ ), où

aαβστ := 4λμ

λ + 2μ
aαβaστ + 2μ

(
aασ aβτ + aατ aβσ

)

est uniformément défini positif dans ω (cf. [1, Théorème 3.3-2]). L’inégalité de Korn sur une surface elliptique (Théorème 1.1) 
montre alors que le problème bidimensionnel PM (ω) : trouver

ζ ∈ U M(ω) := {η = (ηi) ∈ H1
0(ω) × H1

0(ω) × L2(ω);(
θ(y) + ηi(y)ai(y)

)
· p ≥ 0 pour presque tout y ∈ ω}

qui vérifie les inéquations variationnelles∫
ω

aαβστ γστ (ζ )γαβ(η − ζ )
√

ady ≥
∫
ω

pi(ηi − ζi)
√

ady pour tout η = (ηi) ∈ U M(ω),

a une et une seule solution.
Définissons l’ensemble

Ũ M(ω) := {η = (ηi) ∈ H1
0(ω) × H1

0(ω) × H1
0(ω);(

θ(y) + ηi(y)ai(y)
) · p ≥ 0 pour presque tout y ∈ ω}.

Alors, utilisant « l’hypothèse de densité » satisfaite par l’immersion θ , on montre que, si un champ de vecteurs u = (ui) :
ω →R

3 satisfait

u ∈ U M(ω) et
∫
ω

aαβστ γστ (u)γαβ(η − u)
√

ady ≥
∫
ω

pi(ηi − ui)
√

ady pour tout η = (ηi) ∈ Ũ M(ω),

alors
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u = ζ .

Utilisant l’autre hypothèse satisfaite par θ , à savoir

d := inf
y∈ω

(θ(y) · p) > 0,

on établit en outre l’existence de constantes ε1(d) et C(d) > 0 telles que, pour tout 0 < ε ≤ ε1 et pour tout champ de 
vecteurs η ∈ Ũ M(ω), il existe un champ de vecteurs ṽ(ε; η) : � →R

3 tel que (la notation γαβ(η) dans la deuxième relation 
ci-dessous désigne l’extension à � indépendante de x3 de la fonction γαβ(η) ∈ L2(ω) définie plus haut)

ṽ(ε;η) ∈ U (ε;�) pour tout 0 < ε ≤ ε1(d) et ṽ(ε;η) → η dans H 1(�) lorsque ε → 0,

eα‖β(ε; ṽ(ε;η)) → γαβ(η) dans L2(�) lorsque ε → 0,∥∥eα‖3(ε; ṽ(ε;η))
∥∥

L2(�)
≤ C(d) pour tout 0 < ε ≤ ε1(d),

e3‖3(ε; ṽ(ε;η)) → 0 dans L2(�) lorsque ε → 0.

À cette fin, on remarque qu’un choix possible est

ṽ(ε;η) = (ṽ i(ε;η)) avec ṽ i(ε;η) := (
(1 − √

ε)η ja
j) · g i(ε).

On sait déjà que

u = (ui), où ui := 1

2

1∫
−1

uidx3,

vérifie

u ∈ U M(ω) := {η = (ηi) ∈ H1
0(ω) × H1

0(ω) × L2(ω);(
θ(y) + ηi(y)ai(y)

) · p ≥ 0 pour presque tout y ∈ ω}.
Posons, pour 0 < ε ≤ min{1, ε0, ε1(d)},

�(ε) :=
∫
�

Aijk�(ε)(ek‖�(ε) − ek‖�)(ei‖ j(ε) − ei‖ j)
√

g(ε)dx,

de sorte que l’on a déjà (Théorème 3.2)

0 ≤
∑
i, j

∥∥ei‖ j(ε) − ei‖ j
∥∥2

L2(�)
≤ C0√

g0
�(ε).

Par ailleurs, étant donné un champ de vecteurs quelconque η = (ηi) ∈ Ũ M(ω), utilisons le champ de vecteurs ṽ(ε; η) ∈
U (ε; �) défini plus haut dans les inéquations variationnelles du problème P(ε; �). Ceci donne

0 ≤ �(ε) =
∫
�

Aijk�(ε)ek‖�(ε)ei‖ j(ε)
√

g(ε)dx

− 2
∫
�

Aijk�(ε)ek‖�(ε)ei‖ j

√
g(ε)dx +

∫
�

Aijk�(ε)ek‖�ei‖ j

√
g(ε)dx

≤
∫
�

Aijk�(ε)ek‖�(ε)ei‖ j(ε; ṽ(ε;η))
√

g(ε)dx

− 2
∫
�

Aijk�(ε)ek‖�(ε)ei‖ j

√
g(ε)dx +

∫
�

Aijk�(ε)ek‖�ei‖ j

√
g(ε)dx

−
∫
�

f i (ṽ i(ε;η) − ui(ε)
)√

g(ε)dx.

Passant à la limite lorsque ε → 0 dans les divers termes de cette relation, en utilisant le comportement asymptotique 
des fonctions Aijk�(ε) et g(ε), les convergences faibles ei‖ j(ε) ⇀ ei‖ j dans L2(�), l’indépendence en x3 des limites faibles 
ui et ei‖ j et le comportement asymptotique des fonctions ei‖ j(ε; ṽ(ε; η)), on obtient
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∫
�

Aijk�(ε)ek‖�(ε)ei‖ j(ε; ṽ(ε;η))
√

g(ε)dx

→
∫
�

(
Aαβστ (0)eσ‖τ γαβ(η) + Aαβ33(0)e3‖3γαβ(η)

)√
adx

=
∫
ω

aαβστ γστ (u)γαβ(η)
√

ady,

2
∫
�

Aijk�(ε)ek‖�(ε)ei‖ j

√
g(ε)dx −

∫
�

Aijk�(ε)ek‖�ei‖ j

√
g(ε)dx

→
∫
�

Aijk�(0)ek‖�ei‖ j
√

adx =
∫
ω

aαβστ γστ (u)γαβ(u)
√

ady,

∫
�

f i(ṽ i(ε;η) − ui(ε)
)√

g(ε)dx →
∫
�

f i(ηi − ui)
√

adx =
∫
ω

pi(ηi − ui)
√

ady.

Comme �(ε) ≥ 0 pour tout ε > 0, le champ de vecteurs u ∈ U M(ω) satisfait donc les inéquations variationnelles∫
ω

aαβστ γστ (u)γαβ(η − u)
√

ady ≥
∫
ω

pi(ηi − ui)
√

ady

pour tout champ de vecteurs η ∈ Ũ M(ω), et donc

u = ζ ,

puisque la solution du problème PM (ω) est unique (cette propriété a été établie plus haut). Ceci montre aussi que

uα(ε) ⇀ uα dans H1(�) et u3(ε) ⇀ u3 dans L2(�)

pour toute la famille (u(ε))ε>0, i.e. pas seulement pour une suite extraite. De même, la convergence faible

ei‖ j(ε) ⇀ eij dans L2(�)

a lieu pour toute la famille (ei‖ j(ε))ε>0.
On établit ensuite assez facilement, en utilisant « l’hypothèse de densité », que

lim sup
ε→0

�(ε) = 0,

et donc que �(ε) → 0 puisque �(ε) ≥ 0 pour tout ε > 0. L’inégalité

0 ≤
∑
i, j

∥∥ei‖ j(ε) − ei‖ j
∥∥2

L2(�)
≤ C0√

g0
�(ε)

montre alors que

ei‖ j(ε) → ei‖ j dans L2(�).

On termine la démonstration comme dans [1], en montrant que

uα(ε) := 1

2

1∫
−1

uα(ε)dx3 → uα dans H1(ω),

u3(ε) := 1

2

1∫
−1

u3(ε)dx3 → u3 dans L2(ω)

et que, en fait,

uα(ε) → uα dans H1(�) et u3(ε) → u3 dans L2(�). �
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Il reste évidemment à faire l’opération inverse de la mise à l’échelle, c’est-à-dire à « revenir à l’ouvert �ε », ce qui n’offre 
aucune difficulté particulière. C’est ainsi que l’on établit que

1

2ε

ε∫
−ε

uε
α gα,εdxε

3 → ζαaα dans H 1(ω),

1

2ε

ε∫
−ε

uε
3 g3,εdxε

3 → ζ3a3 dans L2(ω).

5. Une condition suffisante pour que « l’hypothèse de densité » soit satisfaite

On notera, d’une part, que la condition suffisante donnée dans le résultat qui suit ne suppose pas la surface θ(ω) elliptique, 
et, d’autre part, qu’en fait, un ensemble « beaucoup plus petit que Ũ M(ω) », à savoir U M(ω) ∩ D(ω), est déjà dense dans 
U M(ω).

Théorème 5.1. Soit θ ∈ C2(ω; E3) une immersion telle qu’il existe un vecteur p ∈ E
3 non nul tel que

inf
y∈ω

(θ(y) · p) > 0 et inf
y∈ω

(a3(y) · p) > 0.

On définit les ensembles

U M(ω) := {η = (ηi) ∈ H1
0(ω) × H1

0(ω) × L2(ω);(
θ(y) + ηi(y)ai(y)

) · p ≥ 0 pour presque tout y ∈ ω},
U M(ω) ∩D(ω) := {η = (ηi) ∈ D(ω) ×D(ω) ×D(ω);(

θ(y) + ηi(y)ai(y)
) · p ≥ 0 pour tout y ∈ ω}.

Alors, l’ensemble U M(ω) ∩D(ω) est dense dans l’ensemble U M(ω) muni de la norme ‖·‖H1(ω)×H1(ω)×L2(ω) .

Démonstration. On se reportera à [7] pour la preuve, assez longue et technique. On se contentera de dire ici qu’elle consiste 
à établir « l’hypothèse de densité » successivement pour des sous-ensembles « de plus en plus petits » de l’ensemble U M(ω), 
à savoir les ensembles

U M(ω) ∩
(

L∞(ω) × L∞(ω) × L2(ω)
)

,

U M(ω) ∩ (
L∞(ω) × L∞(ω) × L∞(ω)

)
,

{η ∈ U M(ω) ∩ (
L∞(ω) × L∞(ω) × L∞(ω)

) ; il existe

δ�(η) > 0 tel que η = 0 in {y ∈ ω;dist(y;γ ) < δ�(η)}
et

(
θ(y) + ηi(y)ai(y)

)
· p ≥ dδ�(η) pour presque tout y ∈ ω},

U M(ω) ∩D(ω). �
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