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Résumé. Soit X une variété lisse, g¢ométriquement intégre, sans fonctions inversibles non constantes sur un
corps K. Alors le quotient du groupe Brauer « algébrique » de X par BrK s'injecte dans H! (K, PicX). Nous
montrons que cette inclusion n’est pas toujours un isomorphisme méme dans le cas olt X est un espace
homogene d’'un groupe algébrique linéaire connexe sur K. Un résultat similaire pour les compactifications
lisses de X est aussi donné.

Abstract. Let X be a smooth, geometrically integral variety without non-constant invertible functions over a
field K. Then the quotient of the “algebraic” Brauer group of X by BrK injects into H! (K, PicX). We show that
this inclusion is not always an isomorphism, even in the case where X is a homogeneous space of a connected
linear algebraic group over K. A similar result for the smooth compactifications of X is also given.
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1. Contexte du probléme

Fixons quelques notations. Si K est un corps, K désigne une cloture séparable fixée de K et
'k :=Gal(K/K).Pour r =0, onnote Q/Z(r) := @n yﬁ’r, et u:=Q/Z(1) le sous-module de torsion

deK .SiAestunT x-module, on note A’ = 7k (A, K x) son dual de Cartier. On définit
111}, (K, A) := Ker |H (K, A) — [] H' (o), A)|.

o€l
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694 Nguyen Manh Linh

Si L est une extension finie galoisienne de K déployant A4, alors 111}, (L, A) = 0, donc la suite exacte
d’inflation-restriction donne

11}, (K, A) = 111}, (Gal(L/K), A) := Ker [H' (Gal(L/K), A) — [ H'(g),A)|. (1)
geGal(L/K)

Soit X une variété lisse et géométriquement integre sur K avec K[X]* =K *. Par convention,
le groupe de Brauer de X est toujours le groupe de Brauer—Grothendieck BrX := Hét(X,Gm).
Le groupe de Brauer algébrique de X est Br; X := Ker(Br X — BrX), ou X := X xg K. La fleche
naturelle Br K — Br X se factorise par Br; X (puisque BrK = 0), et son image est le sous-groupe
des éléments constants de Br; X. On dispose d’une suite exacte

0 — Bry X/BrK — H'(K, Pic X) — Ker(H* (K, G,,) — H3,(X,Gm)), 2)

tirée de la suite spectrale de Hochschild-Serre HP (K, Hgt()_( ,Gm)) = Hé) t+q(X ,Gm).

Soit K un corps de caractéristique nulle, et soit X un espace homogene d’'un K-groupe linéaire
semi-simple simplement connexe G. On suppose que le stabilisateur H d’'un point géométrique
de X est de type ssumult, c’est-a-dire une extension d'un groupe de type multiplicatif par un
groupe connexe sans caracteres (cf. [1, Définition 6.1]). Borovoi, Demarche et Harari ont construit
une suite exacte de type (2), qui fait intervenir le groupe de Brauer non ramifié de X, c’est-a-dire
le groupe Br X¢, oli X¢ est n'importe quelle compactification lisse de X. On suit les notations
du Théoreme 8.1 dans [1]. Le quotient torique maximal de G est T = 1 (puisque G est semi-
simple). En outre, S désigne la K-forme canonique du quotient de type multiplicatif maximal
de H. Le complexe [T" — §'] de I'x-modules (o1 T’ est en degré —1) est quasi-isomorphe au
complexe de Picard étendu UPic X décalé par 1 (voir [2, Main Theorem 1] pour cet énoncé, ainsi
que la définition du complexe UPic). En particulier, S’ ~ [T' — S'] ~ Pic X. Pour conclure, [1,
Théoreme 8.1] fournit une suite exacte

0 — Br; X/ BrK — 111}, (K, Pic X) — Ker(H> (K, G;,) — H3, (X, G ). 3)

Lorsque H3(K,G,,) = 0 (par exemple si K est un corps local, un corps global, ou encore le corps
des fonctions d’'une courbe sur I'un de ces corps) ou si X(K) # &, la suite exacte (2) (resp. (3))
donne un isomorphisme Br; X/BrK = H!(K,PicX) (resp. Br; X°/BrK = 1L (K, Pic X)). On est
intéressé par la question suivante, soulevée par Harari: ces isomorphismes valent-ils sur un corps
quelconque? Le contexte de cette question est comme suit. Soit k un corps de nombres et soit
f: X — Bun morphisme projectif, dominant de k-variétés lisses, on veut étudier I'obstruction de
Brauer-Manin pour I'espace total X, connaissant celle pour la base B et pour les fibres au-dessus
d’«assez » de k-points de B. Il convient de se déplacer entre les groupes de Brauer de ces fibres.
Par exemple, cela est possible si les «fleches de spécialisations » Bry X,/ Brk(n) — Br; X;,/Brk
sont des isomorphismes pour beaucoup de points b € B(k), ou i désigne le point générique de B
(voir [8, Section 4] pour quelques résultats obtenus par cette méthode). Pour ce type d’argument,
il est crucial que les éléments de Hl(k(n),Pic)Tn) (resp. de H_I}U(k(n),Pic)Tn)) proviennent de
Bry X,/ Brk(n) (resp. de Bry X;//Brk(n)). Bien entendu, dans le cas ou B est une courbe (sur le
corps de nombres k) ou f admet une section, ce probleme disparait. Harari a traité le cas ot
B =P}, mais en utilisant un argument de récurrence qui s’appuie fortement sur la nature des
espaces projectifs (qui ne s’étend pas au cas ou B est k-rationnelle).

Nous allons donner dans ce texte une réponse négative aux deux parties de la question
mentionnée ci-dessus (le Corollaire 3 et le Théoréme 5). Pour le groupe Br; X/BrK, c’est une
conséquence simple du théoréme de Rost-Voevodsky (anciennement connu sous le nom de la
conjecture de Bloch-Kato) dés que la fleche H!(K,PicX) — H3(K,G,,) de (2) est explicitée dans la
Section 2. Pour le contre-exemple concernant le groupe Br; X¢/BrK, il s’agit de la dualité sur des
corps 2-locaux.
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2. Une différentielle de la suite spectrale de Hochschild-Serre

Soient K un corps parfait, G un K-groupe linéaire semi-simple simplement connexe, et X un
espace homogene de G. On ne suppose pas que X posséde un K-point. Notons H le stabilisateur
d’un K-point de X, qu’on suppose réductif'. Si H n’est pas abélien, il n’est pas nécessairement
défini sur K. Cependant, on peut toujours associe a X le K-lien de Springer Ly (dont le K-groupe
sous-jacent est H), 'ensemble de 2-cohomologie non abélienne H?(K, Lx), ainsi que la classe
de Springer nx € H?(K, L) (voir [6, Section 1] pour leur définition). La neutralité de nx est une
obstruction a 'existence des espaces principaux homogenes de G dominant X.

Il y a une action naturelle de I'x sur I'abélianisé B =H /[P_I H]. On note H® la K-forme
correspondante, qui est un K-groupe de type multiplicatif (H étant réductif). En particulier,
H0 X, H ) H®(K). En effet, H" P Fxe % Gmy, ou F est un K-schéma en groupes fini, étale,
commutatlf et r > (0 est un entier. D’une part H (X F) = F(K) comme X est connexe. D’autre
part K (G]" = =K par le lemme de Rosenhcht (14, Prop051t10n 3] (G étant semi-simple), a fortiori

KIX]* =K', dou HY (X,G),) = (K .

Notons de plus que le dual de Cartier H' := (H?)" est un I'y-module discret qui est de type
fini en tant que groupe abélien. La projection p : H — H * induit un morphisme Ly — lien(H®°)
de K-liens algébriques. Par surjectivité de p, ce morphisme induit une application H*(K, Lx) —
H?(K, H*®) (a priori, un morphisme de K-liens induit seulement une relation entre les ensembles
de 2-cohomologie non abélienne correspondants). On note nab € H2(K, H?) I'image de 1y par
cette application.

Sur K, ona X = G/ H. Notons Z = G/[H, H], alors la projection Z — X est un torseur sous H

Au vu du diagramme
G
Ni il
A z
P
X,

on peut considérer la classe [G] € H} (X, H) (resp. [Z] € H} (X, H™)) du X-torseur G sous H (resp.
du X-torseur Z sous H ab). Leur type est par définition le morphisme I'x-équivariant
AtH —PicX =HL(X,Gp), x— x:+[Gl=x:[Z].

En fait, A est un isomorphisme (par [2, Section 5], compte tenu du fait que K [G]* = K et que
PicG =0).

Lemmel. Laclasse[Z] € H, (X, Hab) est T -invariante. De plus, notant
A" HO(K, HL (X, ) — H2 (K, H™)
la différentielle tirée de la suite spectrale de Hochschild-Serre
EPY = 0P (K, HY (X, H™) = HEF9(X, H™), 4)
onady'((Z) =n?

Démonstration. Soit 7 : X — Spec K le morphisme structural. On considére la suite spectrale de
Leray B
E}'? = Ext} g (H' R97.Gp) = H (X, H). 5)

1Cest-a-dire que la composante neutre de H est réductive.
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Comme K[X]* = K est divisible (K étant parfait), un résultat de Skorobogatov [16, Proposi-
tion 2.3.11] compare (4) et (5). En particulier, on dispose d'un diagramme commutatif dont les
fleches verticales sont des isomorphismes :

0,1

— — d,
HO(K, HY (X, H™) ————— H2(K, H™)

-
d"O,l

Homg.grp (H', Pic X) —————— H2(K, H™).

e . . ) . - 77ab
Dans (6), &2’1 est la différentielle tirée de (5), et I'isomorphisme type : Hét(X, i) -
A L ’e . - —ab
Homf_grp(H’ ,Pic X) associe a chaque classe d’isomorphie de X-torseurs sous H" son type.

Comme A € Homp.grp (', Pic X) provient de [Z] € HL (X, H"), on a [Z] € HO(K, HL (X, H*")). I
reste donc a montrer que 52'1 )= n"}}’.

Suivons la preuve de [16, Theorem 9.5.1]. La classe e(X) := ﬁg’l(/l) € H%(K, H®) est appelée
obstruction élémentaire de X, c’est une obstruction a I’existence des X-torseurs sous H' ab ge type
A. Elle est représentée par la gerbe ¢, des torseurs sur X de type A, i.e. pour toute extension
finie séparable K'/K, la fibre %, (K’) est le groupoide des X-torseurs sous H;‘,’ de type A [7,
Chapitre IV, Section 3.2 et Chapitre V, Section 3.1]. D’ailleurs, la classe de Springer nx € H2(K, Lx)
est représentée par la gerbe ¥y, dont la fibre ¥x(K’) est pour toute extension finie séparable
K'/K le groupoide des espaces principaux homogeénes de Gy dominant Xx [7, Chapitre 1V,
Section 5.1]. Si Y est un tel espace principal homogéne et Y — X est un morphisme G-
équivariant, le groupe algébrique Autg,, (Y/Xk’) est une K '_forme de H, qu’on va noter Hgr, et
Y est un Xg/-torseur sous Hyr. Le produit contracté W =Y x Hr Hlag? est un Xg-torseur sous
H;l,’. Comme Y = (_;, ona W = (_;/[17, 17] = Z qui est un X-torseur sous Hab de type A. La

construction Y — W définit un morphisme ¥x — ¢, de K-gerbes algébriques, donc'application
H2(K, Lx) — H2(K, H®) envoie nx sur e(X), i.e. dy’ ([Z]) = dy' (A) = e(X) = 2. O

Proposition 2. Soient G, X et H comme ci-dessus. On utilise le type A de X pour identifier H' a
Pic X. Alors pour tout p = 0, la différentielle df'l ‘HP (K, H') — HP*%(K,G,,,) de la suite spectrale de
Hochschild-Serre Ef’q =HP (K, Hgt()_(,Gm)) = Hg:q(X,Gm) est donnée par les cup-produits avec
n% e HA(K, H®).

Démonstration. Ce calcul est essentiellement pris de [12, Theorem 2.4.4]. Pour tout faisceau «/
de groupes abéliens sur Xg;, on utilisera abusivement la méme notation pour sa restriction a
Xet. SOit 0 — of — %:3{ — %;, — --- la résolution de Godement de <, alors la suite spectrale de
Hochschild-Serre

EYT=HP (K, H] (X, o) = HE (X, o) (7)

est induite par le complexe double (C* (K, Cgﬂ, (X))). Sa différentielle d; '! est obtenue de la partie

CP(K, 9, (X)) — CP* (K, 4, (X))

|

CPHH(K, 40, (X)) — CP*2(K, %%, (X))
de ce complexe, comme suit. Considérons les suites exactes courtes
0— My — Ny — H (X, o) —0 8)

et
0— o (X) —94%(X) — My —0 )]
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de I'x-modules, olt M,y := Im(@%,(X) — 4,(X)) et Ny := Ker(4.,(X) — 92,(X)). Alors d}'"
HP (K, Hét(X,,czf)) — HP*2(K, o/ (X)) est la composée des morphismes connectants
HP (K, HL (X, o) 2 HPY (K, M) & HPH2 (K, o (X))

induits par (8) et par (9). On prend pour & respectivement H;‘(b et G,;,. Alors pour tout caractere
x € H', on a un diagramme commutatif

0—=H—— @ X)) —G (X)—
HX HX

ol

X

0 K 9@ X) —9; 0 —

Le fait que le foncteur de Godement soit I'x-équivariant nous permet de définir des accouple-
ments
Gy X x H — g (X, () — G/
pour tout p = 0. D’ou1 des accouplements
1 / 0 (¥ 1 0 (¥
My x H'— Mg, Ny x H'—Ne,, et %, (X)x H' —4g_(X),

qui, au vu de (8) and (9), sont compatibles avec les accouplements
Hét()_(,ﬁab)XH/%Pic}_(, (U, y) — x«u
et
H®*®)xH —K",  (hy)— x(h.
Par compatibilité des cup-produits avec les morphismes connectants [12, Proposition 1.4.3], on
dispose d'un diagramme commutatif

U

HO(K,H} (X H )) x HP(K, H') HP (K, Pic X)

- 6

HU(K, M) x HP (K, H') HP*U(K, Mg, ) 10)

. 5

H2(K, H%) x HP (K, H') HP2(K,G,,).

Regardons la classe [Z] € H*(K,Hy (X, 7)) et soit y € HP(K, H). Par définition de A, on a
(Z]uy = A,y € H?(K,PicX). D’ unautre coté, 5(0([2)) = dgl([ D=n% b parle Lemme 1, donc (10)
donne

AP (Ay) = 60A. 1) =8@UZIUY) =60UZ) Uy =1L Uy,
qui est ce qu’on veut. O

Corollaire 3. Soit n = 2 un entier et soit K un corps parfait de caractéristique ne divisant pas
n. Supposons que K contient u, et que H3(K,G,,)[n] # 0. Alors il existe un entier m et un K-
espace homogene X de SLy,, a stabilisateurs géométriques isomorphes a (i, tels que la fleche
Bry X/BrK — H!(K, Pic X) de la suite exacte (2) ne soit pas surjective.

Démonstration. Par le théoréme de Rost—Voevodsky [17, Theorem 6.16], on a un isomorphisme
KM(K)/n =~ H*(K,u2*) d’anneaux anti-commutatifs gradués, ot KM désigne la K-théorie de
Milnor. D’oit KM (K)/n = H*(K,Z/n) puisque K contient p,. Lanneau KM (K) étant engendré
par les éléments de degré 1, tout élément de H' (K, Z/n) (ou1 r = 1) est une somme de symboles



698 Nguyen Manh Linh

aju---uay, ol ay,...,a, € H(K,Z/n). Soit ¢ € H3(K,G,,)[n] non nul. Comme H3(K, i1,,) —
H3(K,G,;)[n] est surjectif, ¢ se releve en un élément de H3 (K, ), il s’écrit donc comme une
somme de symboles de la forme au b, ou1 a € H?2 (K,up) et b e HY(K,Z/n). Comme ¢ # 0, 'un
de ces symboles est non nul, i.e. il existe a € H*(K, u,) et b € H'(K,Z/n) tels que aub #0 €
H3(K,G,;,). La construction de Demarche-Lucchini Arteche [4, Corollaire 3.3] assure |'existence
d’'un entier m et d'un K-espace homogeéne X de SL,, de lien de Springer Lx = lien(u,) et de
classe de Springer nx = a € H?(K, ui,). Au vu de la Proposition 2, on a Pic X = Z/n, et 'image de
beH'(K,Z/n)dans H3(K,G,,) vaut aub # 0. Par exactitude de (2), b ne provient pas de Br; X. [J

Exemple 4. Pour K = C((£))(x)) (), on a H3(K, G,,) = Q/Z (voir la Section 3 ci-dessous), d’oi1 un
exemple numérique du Corollaire 3.

3. Le contre-exemple

Notre principal résultat est le

Théoreme 5. Il existe un entier m et un espace homogene X de SL,;, sur K := C(£))(x)(¥)), a sta-
bilisateurs géométriques isomorphes d jiy x [1g % {14, tels que la fleche Br; X¢/Br K — 111} (K, Pic X)
de la suite exacte (3) ne soit pas surjective.

La Proposition 6 ci-dessous mentionne au passage quelques théoremes de dualités pour
des corps locaux supérieurs. Les corps 0-locaux sont par définition les corps finis et le corps
C((1). Pour d = 1, on appelle corps d-local tout corps complet pour une valuation discrete de
corps résiduel un corps (d — 1)-local. Si K est un corps d-local, on notera K; := K, et K;_; le
corps résiduel de K; pour i € {1,...,d}. Les points (1) et (2) de la Proposition 6 se démontrent
de maniere similaire a [11, Theorem 2.17, Lemma 2.18], compte tenu du fait que p = Q/Z sur
toutes les extensions de C, et que le module galoisien G,,/u est uniquement divisible (donc
cohomologiquement trivial). On pourra consulter [9, Théoreme 8.9] pour le point (3). Le point (4)
se trouve dans [10, Proposition 3.5].

Proposition 6. Soit K un corps d-local (d = 1) avec Ky = C((1)).

(1) Ondispose d’un isomorphisme (non canonique) H**1(K,G,,) = Q/Z.
(2) Pour toutTx-module fini M etr €{0,1,...,d + 1}, le cup-produit

H' (K, M") x H*'=" (K, M) — Q/Z

est une dualité parfaite de groupes finis.
(3) Pour toute extension finie L/ K, la restriction Hd“(K,Gm) — Hd“(L,Gm) est la multipli-
cationpar[L:K] deQ/Z.
(4) Supposons d = 2. Soit T un K-tore et S son tore dual, c'est-a-dire 5o (T,Gp) =
o g (G, S). Il existe un accouplement parfait
limH’(K, S)/n xH*(K, T) — Q/Z,

n

oulim H(K, S)/n est profini et ot H? (K, T) est discret de torsion.

Corollaire 7. Soit K = C((1))(x))(y). Pour tout entier n = 2, H3(K, u,) s'identifie au sous-groupe
1717 deH3(K,Gy,) = Q/Z.

Démonstration. Le point (4) de la Proposition 6 appliqué au tore T = G,;, donne une dualité
parfaite entre BrK et @n K*/K*™. Or k(1) =Z x k™ x (1+ tk[t]) pour tout corps k, et le groupe
(1 + tkl[z],-) est divisible lorsque k est de caractéristique nulle. Donc K* = 73 xC* x D avec D
divisible. Comme C* est aussi divisible, lim K*/K*" = 73, d’'ou BrK = (Q/2)°.
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Pour tout entier n = 2, la suite de Kummer donne une suite exacte
0 — BrK/n— H3(K, ) — H3(K,G,,) [n] — 0.

Or BrK = (Q/7)? est divisible, d’ott H3(K, i) = H3(K,Gy,)[n]. Finalement, H3(K,G,,) = Q/Z au
vu de la Proposition 6 (1), d’ou le résultat. U

Pour démontrer le Théoreme 5, la premiere étape est de construire un I'gy-module H
avec IH}U(K, H') # 0. La construction suivante est inspirée par un exemple de Serre [15,
Chapitre III, 4.7, Lemme 7], et est également réapparue par exemple dans des articles de
Borovoi-Kunyavskil [3], Demarche-Lucchini Arteche-Neftin [5, Lemma 5.5] et Rivera-Mesas [13,
Lemma 4.1].

Proposition 8. Soient n = 2 un entier, K un corps contenant [, de caractéristique ne divisant
pas n, et LIK une extension finie galoisienne. Notons g = Gal(L/K), N = PGCD(n, |g|) et N’ =
PGCD(n,exp(g)). Soit j : iy, — Rp/xpn Uinclusion canonique et soit H le I x-module défini par
la suite exacte )

1_’lJnL’RL/KIJn—’H_’1- (11)

Alors IH(E,(K, H') est un groupe cyclique d’ordre N/N' dont un générateur est &' (exp(g)), ot &' :
ZI/n—H(K, H') est le morphisme connectant induit par la suite exacte duale de (11) :

1—>H’—>(Z/n)[g]L>Z/n—»1. (12)

Démonstration. On vérifie sans peine que j’ est 'application d’augmentation, i.e. si (eg)geg
désigne la (Z/n)-base canonique de (Z/n)[g], alors j’(eg) =1pourtoutgeg.

Auvude (1), I}, (K, H') = 111}, (g, H') = Ker (H' (g, H') — [1geg H' ((g), H")). Pour tout g € g, (12)
donne un diagramme commutatif a lignes exactes :

s

HO (g, (Z/n)lg]) ——> Z/n —2 = H(g, H) —= 0 (13)

o,

HO((g), (Z/n)lg]) —— ZIn —>~H'(g), H) —= 0,

ol Hl(g, (ZInmgl) = Hl((g) ,(Z/n)[g]) = 0 par le lemme de Shapiro. En particulier, tout élément
c € H'(g, H') s’écrit sous la forme &'(m), ot m € Z/n. Comme j’ est 'application d’augmen-
tation et comme la (Z/n)-base (eg)geq de (Z/n)[g] est permutée par g, on voit que I'image
de H'(g, (Z/n)[g]) par j' est |gl(Z/n), et celle de H°((g), (Z/n)[g]) est ord(g)(Z/n). Donc, c €
I_Hi)(g, H') si et seulement si m € ord(g)(Z/n) pour tout g € g, i.e. m € exp(g)(Z/n) = N'(Z/n).
D’autre part, ¢ = 0 si et seulement si m € |g|(Z/n) = N(Z/n). D’ou Hli)(g,H’) ~ 11\5((22//:)) est un
groupe cyclique d’ordre N/N’, engendré par &' (exp(g)).

Lemme 9. Avec les données de la Proposition 8, on a une suite exacte longue
e HV K H) S H (K ) S W (L o) — BT (K H) =
out O sont les morphismes connectants induits par (11).

Démonstration. C'est la suite exacte longue induite par (11), compte tenu du fait que
H" (K, Rp/xttn) = H (L, uyn) pour tout r = 1 par le lemme de Shapiro, et de la compatibilité de
J« :H' (K, i) — H" (K, Rk 1y) avec la restriction (voir [12, Proposition 1.6.5]). U

Démonstration du Théoréme 5. On considere les données suivantes : K = C(1)) (1) (), L =
K(V/f1,V/1) et n = 4. Avec les notations de la Proposition 8, on a N’ = 2 et N = 4. Regardons
I'élément a = % € Q/Z =H3(K,G,,). Sa restriction 2 H3(L,G,,) vaut 0 au vu de la Proposition 6 (3).
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En vertu du Corollaire 7, on a a € H3(K, u4), et res(a) = 0 € H3(L, ug). Par le Lemme 9, il existe
x € H3(K, H) tel que a=94(x).

On prend y = 6'(2) e HY(K, H'). Alors y € 111} (K, H') et xUy = —2a € H3(K, G,;,) par compa-
tibilité des cup-produits avec les morphismes connectants [12, Corollary 1.4.6]. Or 2a # 0, donc
xUy #0. Soit X un K-espace homogene de SL;, de lien de Springer lien(H) et de classe de Sprin-
ger nx = X, qui existe d’apres la construction de Demarche-Lucchini Arteche [4, Corollaire 3.3].
Par la Proposition 2, PicX = H', et I'image de y € H!(K, H') dans H3(K,G,,,) est x U y #0, donc
I'exactitude de (3) assure que y ne provient pas de Br; X°. U
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