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Résumé

Un mouvement isochore sera réalisable conjointement en fluide parfait, en fluide newtonien, en fluide de Maxwell
vitesse) et en fluide de Rivlin–Ericksen de second grade quels que soient la viscosité et les coefficients viscométriq
seulement si) il est premier. Tout mouvement premier à tourbillon stationnaire est vissé généralisé, et satisfait l’éq
Stokes. Si la vitesseu d’un mouvement premier vérifie rot[(∇t(�u))u] = 0, le mouvement devient réalisable dans tous
fluides viscoélastiques du second ordre. Fratrie des écoulements potentiels, ces divers ensembles de mouvements p
scannés parallèlement aux écoulements potentiels : ce sont des faisceaux d’espaces conoïdes de dimensions varié
infinies, issus du reposu ≡ 0. Pour citer cet article : M. Bouthier, C. R. Mecanique 331 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

An isochoric motion can be performed both in perfect fluid, in Newtonian fluid, in Maxwell fluid (slow motions) a
Rivlin–Ericksen fluid of second grade whatever be viscosities and viscometric coefficients, iff the motion is universa
universal motion with steady vorticity is a generalised Belrami flow, and fulfils the Stokes equation. If the velocityu of an
universal motion complies with rot[(∇t(�u))u] = 0, the motion stands for feasible motion in every second order fluid. Brot
of the potential flows, all the sets of universal motions make up bundles of linear or conoïd spaces with various dim
finite or infinite, issued from the restu ≡ 0. The structures appear by scanning parallel to the potential flows.To cite this article:
M. Bouthier, C. R. Mecanique 331 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Mots-clés :Mécaniques des fluides ; Tourbillon des fluides simples ; Écoulement de Couette ; Écoulement de Poiseuille ; Écoulement
Strakhovitch ; Hypothèse de Dunn–Fosdick–Rajagopal

Keywords:Fluid mechanics; Vorticity in simple fluids; Couette flow; Poiseuille flow; Strakhovitch flow; Dunn–Fosdick–Rajagopal hypo

Abridged English version

One can add any plane or axisymmetrical potential flow to Couette or Hagen–Poiseuille flows respectiv
so construct Newtonian flows [1,2]. In similar way adding appropriate potential flows to Strakhovitch helica
down a rotating pipe will provide universal motions [4]. Let denote the vorticity of a velocity fieldu by ω = rotu.
1631-0721/03/$ – see front matter 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/S1631-0721(02)00011-6
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Due to its definition (1) an universal motion (translated bymouvement premierin French) satisfies Navier–Stok
equation whatever be the viscosityν. Wang [3] defines generalised Beltrami motions by rot(ω ∧ u) = 0. Couette,
Hagen–Poiseuille and Strakhovitch flows stand for both universal and generalised Beltrami motions. In suc
Eqs. (2) hold verified as well as the Stokes equationω′

t = ν�ω. The set of such universal flows with steady vortic
is projective invariant, namely: any motion remains universal with steady vorticity after multiplied by any scτ .

Let now add a potential flowυ = ∇ϕ to a prescribed universal motionu. We obtain another universal motio
iff Eqs. (3) hold valid. The motionsu + υ corresponding to the solutions of Eqs. (3) make up a closed a
space. The space may have infinite dimension as the works [1–4] and the remarks reported above s
We can regard the affine space as a cross-section of the set of universal motions. We can also apply th
procedure both to the Newtonian flows, to the generalised Beltrami motions and to the universal motio
steady vorticity. In the three cases, it yields the very same Eqs. (3). Hence we shall regard the cross-se
classes of equivalence for isochoric motions; here the relation of equivalenceu ∼ w is determined by rotu = rotw
et rot(u ∧ rotu) = rot(w ∧ rotw). Whenever the vorticity is steady, the space ofυ stays invariant under th
projective multiplication of the universal motionu by τ . Thenτu + υ sweeps out a linear space. The univer
motions with steady vorticity split in linear spaces with various dimensions, and evoke a sand rose as tha
the two-dimensional case [8]. The generalised Beltrami motions too make up a rose, which includes the for

At low velocities, the motions of Maxwell fluids obey to Eqs. (4), (5), wherep, ρ, T , λ represent respectivel
pressure, specific mass, extra stress tensor and relaxation time; we assign the symbols∇u and∇ tu to the gradient
of u and its transpose. The elimination ofp,T yields Eqs. (8) via Eqs. (6), (7). The substitution of (1) in Eqs.
readily shows that each universal motion can be performed in any Maxwell fluid.

The motions of Rivlin–Ericksen fluids obey to Eqs. (4) and (10), whereα1, α2 andβ are viscometric coeffi
cients. Here the symbol dD/dt indicates material derivative. We setu ≡ (u1, u2, u3) when referring to rectangula
Cartesian coordinatesx1, x2, x3; accordingly, we represent the coordinates of∇u and∇ tu by ui

k ≡ ∂ui/∂xk and
uk

i ≡ ∂uk/∂xi ; here we attach the indicesi andk to lines and columns respectively. Thanks to calculations repo
between Eqs. (10) and (11), where repetitions of indices denote summations, we eliminateT andD from Eqs. (4)
and (10); that furnishes the equation of motion (11). Vorticity Eq. (12) now results from Eq. (11) readily. F
consider the second grade fluids:β = 0,α1+α2 = 0. Eq. (12) becomes Eq. (13). Then each universal motion st
for a motion of every second grade fluid. Conversely, every motion of second grade fluid with harmonic v
is universal. As a result, every cross-section through the universal motions coincides with its extension thro
union of second grade fluids motions. Next consider the other second order fluids:β = 0, α1 + α2 
= 0. Universal
motions will now comply with Eq. (12) iff they satisfy Eq. (14). By way of examples, potential flows, circul
helicoidal motions as well as the rectilinear flows with the velocity 0, 0,u3(f (x1, x2), t), always fulfil Eq. (14), for
they merely cancel∇(�u). The cross-sections through the universal motions fulfilling (14) are now determin
Eqs. (15). Let focus our attention on universal motions satisfying Eq. (14) as moreover having steady vortic
make up a third rose included in the former ones. More generally, ifu(x, t) satisfies (1) or (14),τu(σx, στ t) satis-
fies (1) or (14) as well, whatever the constantsσ , τ . In both the cases, (15) admits the general solutionυ(σx, στ t).
As this extends the two-dimensional case [8] once again, the universal motions complying with (14) or no
pose two bundles of conoid spaces issued from the restu ≡ 0. Of course, the bundles include all the roses. La
in the general caseβ 
= 0 of third grade fluids, the cubic terms of Eq. (12) has linear form inu with coefficients
depending on bothω anda. The norma ≡ |D| of the stretching tensor hence plays a role as basic as the vor
and the cross-sections no longer stand for linear spaces. Becauseα1 + α2 generally differs from zero, the univers
motions will satisfy Eq. (12), iff they comply with both Eqs. (14) and (16). Only the potential flows comp
with rot[(∇ tu)∇a] = 0 can be performed here. Correlatively, Poiseuille, Hagen–Poiseuille, Taylor–Couette
khovitch flows hold no longer valid. Indeed the requirement (16) greatly restricts the set of universal flow
for third grade fluids. The universal motions stand for brothers of the potential flows: they possess most rem
properties (circulation-preserving, Bernoulli theorem, Helmholtz–Rayleigh dissipation theorem,. . .) as they stand
for noteworthy outer flows in boundary layer theory.
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1. Introduction

L’addition de deux mouvements fournit parfois une troisième solution pour les équations du mouvemen
propriété fondamentale pour les écoulements potentiels permet à Wang [1] de classer de nombreux éco
newtoniens en superposant des écoulements rectilignes, circulaires, potentiels,. . . Berker [2] mentionne la possib
lité d’engendrer des écoulements newtoniens plans à partir du modèle de Couette, ou bien encore des éc
newtoniens de révolution à partir du modèle de Hagen–Poiseuille, en leur ajoutant des mouvements p
respectivement plans ou axisymétriques quelconques. Ces deux possibilités sont étudiées plus en détail
dans sa généralisation [3] des mouvements vissés (dits aussi de Gromeka–Beltrami). Seul, l’addendu
Marris et Ames signale que la superposition de l’écoulement newtonien par hélices dans un tube en rota
pelé écoulement de Strakhovitch) et de mouvements potentiels idoines fournit un écoulement dit « unive
« controllable ». Ces deux adjectifs en concurrence relient moult parangons fondamentaux chers aux pionn
Mécanique des Fluides. C’est pourquoi nous demandons l’autorisation de les traduire en français parpremier. « Ex-
tremely important » pour les fluides simples d’après Truesdell [5], les mouvements premiers semblent avo
l’attention d’Helmholtz, de Kelvin et de Rayleigh dès l’origine, car leurs illustres théorèmes ainsi que le thé
de Bernoulli, peuvent leur être adaptés [6]. Ils ont fourni, ainsi que lesdits théorèmes, matière aux recherc
dernes [7–11]. En Section 1, nous distinguons les mouvements premiers à tourbillon stationnaire qui aur
vertus supplémentaires : premièrement ils satisfont l’équation de Stokes, deuxièmement ils forment des
vectoriels quand on les groupe par tourbillons proportionnels. En Section 2, nous montrons qu’à faible vite
mouvement premier est réalisable dans chaque fluide de Maxwell. En Section 3, nous présentons l’équ
tourbillon des fluides de troisième grade. En Section 4, nous montrons que tout mouvement premier est r
dans chaque fluide de second grade, puis distinguons une famille de mouvements premiers dont chacun
sable dans chaque fluide du second ordre. Chemin faisant dans ces sections, par coupes parallèles à l’
mouvements potentiels nous « scannons » les divers ensembles d’écoulements. Le procédé est pertinen
équations sont de forme linéaire à coefficients dépendant du seul tourbillon. Nous montrons ainsi que q
milles remarquables de mouvements premiers forment quatre faisceaux emboîtés d’espaces de dimensio
finies et infinies. L’étude achoppe finalement sur les fluides de troisième grade où les équations n’ont pas
requise. Nous montrons cependant que tourbillon et norme du tenseur vitesse de déformation y jouent
complémentaires d’influences comparables.

2. Spécificité des mouvements premiers à tourbillon stationnaire

Soitω = rotu le tourbillon d’un écoulement incompressible de vitesseu. Le mouvement est ditvissé généralisé
si rot(ω ∧ u) = 0. Le mouvement est dit «controllable», «universal» oupremiersi

ω′
t + rot(ω ∧ u) = 0, �ω = 0, divu = 0 (1)

Ces définition sont cinématiques : elles relèvent uniquement de ce que nous appelons le mouvement, c’
du champ de vitesse. Chaque mouvement premier est réalisable aussi bien en fluide parfait que dans t
newtonien : il satisfait l’équation de Navier–Stokesω′

t + rot(ω ∧ u) = ν�ω quelque soit la viscositéν. Tout
comme les écoulements potentiels, les modèles de Couette, Hagen–Poiseuille, Kirchhoff, Poiseuille, Stra
Taylor–Couette,. . . sont simultanément premiers et vissés généralisés. On a alors

ω′
t = 0, rot(ω ∧ u) = 0, �ω = 0, divu = 0 (2)

Plus généralement, un mouvement newtonien par droites parallèles, par cercles concentriques ou p
coaxiales est premier si, et seulement si, son tourbillon est stationnaire. A l’instar de [8], distinguons d
mouvements premiers à tourbillon stationnaire. Ces derniers satisfont l’équation de Stokesω′

t = ν�ω en sus des
équations d’Euler et de Navier–Stokes. En outre, ils restent solutions de (2), donc premiers à tourbillon stat
après multiplication par toute constante.
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Ajoutons maintenant un mouvement potentielυ = ∇ϕ, stationnaire ou non, à un mouvement premieu

quelconque : un autre mouvement premier est obtenu si et seulement si

rot(ω ∧ υ) = 0, divυ = 0 (3)

Les potentielsϕ qui satisfont cette condition (3) composent manifestement le noyau d’un opérateur liné
les élémentsu + υ correspondants forment un espace affine fermé. Cet espace, qui dépend du seul tourbω,
représente une coupe de l’ensemble des mouvements premiers parallèlement à l’espace des mouvements
Bien que le cas trivial du noyau réduit à{υ ≡ 0} et de l’élémentu isolé soit très fréquent, la coupe peut ne
se réduire à un point. Comme l’indiquent les remarques et les propriétés [1,4] citées en tête, les espace
même se révéler parfois de dimensions infinies. Le potentielϕ vérifiant l’équation de Laplace�ϕ = 0, on pourra
alors imposer une condition de frontière (l’équivalent d’une condition de glissement) àu + υ , mais pas la doubl
condition d’adhérence : la pleine validité en fluide visqueux ne sera acquise qu’aux écoulements qui occu
l’espace physique, et à quelques écoulements avec parois. Les autres mouvements gardent néanmoins
qualitatif certain en fluide visqueux si, comme dans [2,11–14], les conditions d’adhérence sont remplacée
conditions de glissement ou de transfert massique.

Semblables coupes appliquées soit aux écoulements newtoniens, soit aux mouvements vissés gé
soit aux seuls mouvements premiers à tourbillon stationnaire conduisent chaque fois aux mêmes condi
Assimilons donc les coupes à des classes d’équivalence de mouvements isochoresu, w que nous dirons équivalen
si rotu = rotw et rot(u ∧ rotu) = rot(w ∧ rotw). En effet, chaque coupe est contenue dans une de ces cl
et réciproquement, si un élément d’une classe est d’un certain type, tous les autres éléments de la c
de ce type. Les mouvements newtoniens, les mouvements vissés généralisés, les mouvements prem
mouvements premiers à tourbillon stationnaire constituent alors quatre collections de ces classes d’éq
(Fig. 1).

Quand un mouvement premier à tourbillon stationnaire est multiplié par un réelτ variable, on obtient pou
υ des équations toutes équivalentes à (3), et l’espace desυ s’avère indépendant deτ . Conséquemment,τu + υ
parcourt tout un espace vectoriel de mouvements premiers dont les tourbillons sont proportionnels. Par sa
généralisant le cas bidimensionnel [8], l’ensemble des mouvements premiers à tourbillon stationnaire nou
une rose des sables : c’est unfaisceau d’espaces vectoriels de dimensions variées, finies ou infinies, is
l’origine formée du reposu ≡ 0. Il en est de même des écoulements newtoniens vissés généralisés (en efu

est vissé généralisé,τu l’est également). Cette deuxième rose contient la première, et d’après ce qui préc
peut en différer que par « pétales » entiers.

3. A faible vitesse, chaque mouvement premier est réalisable dans tous les fluides de Maxwell

Les écoulements d’un fluide homogène sont régis par

u′
t + (∇u)u = −∇(

ρ−1p
) + divT , divu = 0 (4)

oùp etρ sont la pression et la masse volumique. Pour un fluide de Maxwell, définissons le tenseur des co
visqueusesT par [15] sous hypothèse d’écoulement lent :

T + λT ′
t = νD, oùD ≡ ∇u + ∇ tu est le (double du) tenseur vitesse de déformation

La constanteλ représente un temps de relaxation. Les symboles∇u et ∇ tu désignent le gradient deu et son
transposé. Cette équation différentielle ent nécessite la donnée de la valeurT 0 deT à l’instant initial pour que sa
solution soit unique. Prenons la divergence de (5), puis son rotationnel et celui de (4), il vient

ω′
t + rot(ω ∧ u) = rot(divT ), divu = 0 (6)

rot(divT ) + λ
[
rot(divT )

]′
t
= ν�ω (7)
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Fig. 1. Dans l’espace des mouvements isochores, on a repré-
senté symboliquement : les écoulements potentiels par un plan
horizontal foncé, les coupes par des sections horizontales, les
mouvements premiers par les trois portions foncées, les écou-
lements de Stokes par la tranche d’espace comprise entre les
deux plans horizontaux clairs, et les autres mouvements de
fluide parfait, de fluides newtoniens ou de fluides de second
grade par trois tronçons aboutés aux mouvements premiers. La
complexité des fluides va croissante suivant les valeurs indi-
quées deν, α1 en s’éloignant des écoulements potentiels, qui,
tout comme les autres mouvements premiers, représentent des
mouvements possibles de tous les fluides.

Fig. 1. In the space of isochoric motions, we have symbolically
represented: the potential flows as a dark horizontal plane, the
cross-sections as horizontal cuttings, the universal motions by
the three dark portions, the Stokes motions as the slice of space
bounded by two clear horizontal planes and the other motions
of perfect fluid, Newtonian fluids or second grade fluids as
three stumps joined to the universal motions. Fluid complexity
is growing in accordance with the mentioned values ofν, α1
as we move away from the potential flows, which, as the other
universal motions, stand for feasible motions of all the fluids.

Fig. 2. Les mouvements des fluides de Maxwell comportent
trois tronçons : le bloc inférieur (ν = 0, λ 
= 0) représente les
coupes interceptant un mouvement de fluide parfait, il englobe
les blocs inférieurs de la Fig. 1 ; le second (ν 
= 0, λ = 0), déjà
porté en Fig. 1, comprend le reste des écoulements newtoniens.
Enfin, le bloc supérieur(λν 
= 0) rassemble tous les autres
mouvements de fluides de Maxwell.

Fig. 2. The motions of Maxwell fluids comprise three stumps:
the lower block (ν = 0, λ 
= 0) represents the sections merging
perfect fluid motions, it includes the lower blocks of Fig. 1;
the second one (ν 
= 0, λ = 0), already mentioned in Fig. 1, is
made up of the other Newtonian flows. Lastly, the upper block
(λν 
= 0) gathers all the other motions of Maxwell fluids.

Soit maintenant un champ premieru, à tourbillon stationnaire ou non. Il sera solution de (6) si rot(divT ) est nul
à tout instant. D’après l’équation (7) devenue homogène, il en sera ainsi si et seulement si rot(divT ) est nul à
un instant donné, autrement dit si les forces visqueuses divT dérivent d’un potentiel à un instant donné. A to
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mouvement premieru, il correspond doncune infinité de contraintes telles que le couple(u,T ) définisse un
mouvement de fluide de Maxwell. L’élimination deT entre (6) et (7) fournit

ω′
t + rot(ω ∧ u) + λ

[
ω′

t + rot(ω ∧ u)
]′
t
= ν�ω, divu = 0 (8)

La substitution de (1) dans cette équation annule les deux membres, et de ce simple fait, tous les mo
premiers sont réalisables en fluide de Maxwell. Observons que tous les écoulements de fluide parfait, rot
ou non, sont aussi solutions de (8) quandν = 0. Bien qu’ainsi nous différions l’énoncé des diverses extension
théorème de Bernoulli pour les écoulements premiers, nous emprunterons désormais le raccourci via l
du tourbillon. Notons que, dans un mouvement premier, seules les contraintes (pression, frottements in
pariétaux) varient d’un fluide à l’autre, et permettent d’identifier les fluides lors de mesures physiques.

Toute coupe parallèle aux écoulements potentiels est ici déterminée par

rot(ω ∧ υ) + λ
[
rot(ω ∧ υ)

]′
t
= 0, divυ = 0 (9)

Les coupes sont donc à nouveau des espaces affines fermés. Elles dépendent deω mais aussi du coefficientλ.
Prolongeons les coupes des mouvements premiers voire celles des écoulements de fluide parfait a
des écoulements de Maxwell : la solution générale de (9) comprend toutes les solutions de (3) ma
υ = υs (x)e−t/λ, x étant le point courant deR3, etυs (x) un mouvement isochore potentiel stationnaire quelcon
(Fig. 2).

4. L’équation au tourbillon des fluides de Rivlin–Ericksen jusqu’au troisième grade

Lesfluides du second ordresont caractérisés par une viscosité newtonienneν et deux coefficients viscométrique
α1 et α2 (rapportés à l’unité de masse). Lesfluides de second gradeen forment une sous-famille définie p
α1 + α2 = 0. Seuls ces derniers respectent l’inégalité de Clausius–Duhem. Par définition, lesfluides de troisième
gradeaussi obéissent à cette hypothèse thermodynamique [16] dite de Dunn–Fosdick–Rajagopal; elle s’é
ν � 0, α1 � 0, β � 0, (α1 + α2)

2 � 24νβ , oùβ est le quatrième coefficient viscométrique intervenant dans l
de comportement suivante commune aux trois types de fluides :

T = νD + α1

(
dD

dt
+ D∇u + ∇ tu · D

)
+ α2D

2 + βaD, oùa ≡ trD2 est la trace deD2 (10)

Le symbole d/dt désigne ici la dérivée particulaire. Dans un système de coordonnéesx1, x2, x3 orthonormées
soientu1, u2, u3 les composantes deu. Indiquons les dérivations par des indices inférieurs, et posonsui

k ≡ ∂ui/∂xk

et uk
i ≡ ∂uk/∂xi . Le gradient∇u et son transposé∇ tu ont ainsi pour composantesui

k et uk
i , où i et k désigneront

respectivement les indices de ligne et de colonne. Les sommes étant indiquées par des indices répétés, la
tenseurD sera définie par|D|2 ≡ (ui

n + un
i )(u

i
n + un

i ) = tr[(∇u + ∇ tu)2] = a. Pour éliminerT et D entre (4) et
(10), développons comme suit :

div

(
dD

dt
+ D · ∇u + ∇ tu · D

)
≡ div

[
D′

t + un∇un + un∇ tun + (∇u)2 + 2∇ tu · ∇u + (∇ tu
)2]

divD2 ≡ div
[
(∇u)2 + ∇u · ∇ tu + ∇ tu · ∇u + (∇ tu

)2]
, div(aD) = a divD + D∇a

Notons que si|D| est uniforme dans un mouvement de fluide du second ordre, le mouvement peut être e
par tous les fluides de troisième grade dont la viscositéν3 et le coefficientβ3 satisfontν3 + β3a = ν2, ν2 étant la
viscosité dudit fluide du second ordre. Puis rassemblons les égalités suivantes, qui résultent de divu ≡ uk

k = 0 sauf
la cinquième :

divD = �u, div
(
D′

t

) = �u′
t , div

(
un∇ tun

) = (
unuk

in

)
k
= un

ku
k
in = (

un
i u

k
n

)
k
= div

[(∇ tu
)2]

div
[
un∇un + (∇u)2] = (

unui
kn + ui

nu
n
k

)
k
= unui

kkn + 2ui
nku

n
k + ui

nu
n
kk = �

[
(∇u)u

]
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div
[
(∇u)2 + ∇u · ∇ tu

] = ui
nku

n
k + ui

nu
n
kk + ui

nku
k
n = �

[
(∇u)u

] − [∇(�u)
]
u

a ≡ (
un

k + uk
n

)(
un

k + uk
n

) = un
ku

n
k + 2un

ku
k
n + uk

nu
k
n = 2un

ku
n
k + 2un

ku
k
n

div
[∇ tu · ∇u + (∇ tu

)2] = un
iku

n
k + un

i u
n
kk + un

iku
k
n = ∇a/4+ ∇(u · �u) − [∇ t(�u)

]
u

Utilisons alors l’identité[∇(�u) − ∇ t(�u)]u ≡ (�ω) ∧ u, posonsh ≡ pρ−1 − (2α1 + α2)(u · �u + a/4), nous
obtenons pour équation d’évolution de la vitesse

u′
t + (∇u)u

= −∇h + ν�u + α1�u′
t + (α1 + α2)

{
�

[
(∇u)u

] − 2
[∇ t(�u)

]
u
} + α2u ∧ �ω + β(a�u + D∇a) (11)

Enfin grâce à rot[a�u + D∇a] = a�ω + ∇a ∧ �u + rot(D∇a), éliminons la pression. Nous parvenon
l’équation

(ω + α2�ω)′t + rot
[
(ω + α2�ω) ∧ u

] − ν�ω

= (α1 + α2)
{
�

[
ω′

t + rot(ω ∧ u)
] + 2 rot

[(∇ t(rotω)
)
u
]} + β

{
a�ω − ∇a ∧ rotω + rot(D∇a)

}
(12)

Manifestement, le tourbillon, les relations (1), (2), l’hypothèse thermodynamiqueα1 + α2 = 0 et la norme deD
y jouent des rôles essentiels.

5. Les mouvements premiers des divers fluides de Rivlin–Ericksen, conclusion

Considérons d’abord le cas des fluides de second grade :β = 0, α1 + α2 = 0. L’équation du tourbillon devien
simple :

(ω − α1�ω)′t + rot
[
(ω − α1�ω) ∧ u

] = ν�ω (13)

Quand le tourbillon est harmonique(�ω = 0), Éq. (13) se réduit à l’équation d’Euler. En conséquence : (i)Chaque
mouvement premier est un mouvement possible pour chaque fluide de second grade; (ii) Un mouvement de fluid
de second grade est premier si et seulement si son tourbillon est harmonique. Les coupes dans l’ensemble d
mouvements d’un fluide de second grade donné sont définies par rot[(ω − α1�ω) ∧ υ] = 0,divυ = 0. Elles
dépendent deα1, mais si le tourbillon est harmonique, le système devient indépendant duditα1, donc identique
à (3) ; (iii) Chaque coupe des mouvements premiers est égale à son prolongement dans la réunion de
mouvements de fluides de second grade. La Fig. 1 illustre ces propriétés que partagent fluide parfait et flu
newtoniens enα1 = 0.

Considérons le cas des autres fluides du second ordre :β = 0, α1 + α2 
= 0 (fluide de Walters de type B
2α1 + α2 = 0 ; . . .). Un mouvement premier sera solution de (12) si et seulement si

rot
[(∇ t(rotω)

)
u
] = 0, ou encore rot

[(∇ t(�u)
)
u
] = 0 (14)

Pour les écoulements potentiels et les modèles invoqués avant (2),∇(�u) est toujours nul. Partant, ces mouveme
satisfont à la fois (1) et (14). Plus généralement, les écoulements newtoniens circulaires ou hélicoïdaux, pe
ou non, ainsi que les seuls écoulements newtoniens rectilignes de vitesse 0, 0,u3(f (x1, x2), t) où la fonctionf est
arbitraire, vérifient aussi (14). Toute coupe dans les mouvements premiers vérifiant (1)–(14) est définie pa

rot(ω ∧ υ) = 0, rot
[(∇ t(rotω)

)
υ
] = 0, divυ = 0 (15)

Chacune forme un sous-espace pour son prolongement (3) au travers des autres mouvements premiers ; s
et prolongement sont confondus si∇(�u) = 0. Quandu est à tourbillon stationnaire et vérifie donc conjointem
(2)–(14), la multiplication deu par un réelτ laisse la relation (14) vérifiée et la solutionυ de (15) invariante
On peut classer de tels mouvements par tourbillons proportionnels dans des espaces vectoriels : ce
sous-espaces de ceux introduits pour les mouvements premiers à tourbillon stationnaire. On obtient a
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troisième rose incluse dans les deux premières. Trois « pétales » passant par un même élément où∇(�u) = 0,
sont confondus. Plus généralement, siu(x, t) est premier,τu(σx, στ t) l’est aussi pour tous les réelsσ , τ . Si u
satisfait en outre (14),τu(σx, στ t) satisfait également (14). Dans ces deux cas, la solution de (15) estυ(σx, στ t),
et l’élémentτu(σx, στ t) + υ(σx, στ t) parcourt un espace courbe dont les sections sont des espaces
isomorphes parallèles aux mouvements potentiels :les mouvements premiers et leur sous-famille délimitée
(14) forment deux faisceaux d’espaces conoïdes issus du reposu ≡ 0.

Considérons enfin le cas des fluides de troisième gradeβ 
= 0. Éq. (12) ne se réduit plus à une forme linéaire
u à coefficients dépendant exclusivement deω. Les coefficients des termes enβ dépendent aussi dea : tourbillon
et norme du tenseur vitesse de déformation y jouent des rôles complémentaires d’importances com
Les coupes parallèles aux écoulements potentiels y perdent leur structure linéaire. La sommeα1 + α2 étant ici
généralement différente de zéro, un mouvement premier sera réalisable si, outre la condition (14), on a

∇a ∧ rotω − rot(ω ∧ ∇a) − 2 rot
[(∇ tu

)∇a
] ≡ 0 (16)

La double condition (14)–(16) réduit fortement le nombre des mouvements premiers la vérifiant : un éco
potentiel doit annuler rot[(∇ tu)∇a] pour être réalisable ; corrélativement, les mouvements de Couette
Kirchhoff restent réalisables (a est alors uniforme), mais les mouvements de Poiseuille, Hagen–Poiseuille, T
Couette, Strakhovitch ne le sont plus, et ce. . . même siα1 + α2 = 0. Ce cas d’exception, qui comporte l’exemp
importantα1 = α2 = 0 d’un « power law fluid », n’exige pourtant que la seule condition (16) !

Fratrie des écoulements potentiels dont ils détiennent plusieurs propriétés illustres (mouvement
conservatif, théorème de Bernoulli, théorème de Helmholtz–Rayleigh sur la dissipation,. . .), les mouvement
premiers sont aussi de remarquables approximations extérieures en théorie de couche limite. À défaut u
leurpolyvalenceest exceptionnelle, qui valide, parpans d’espacesentiers, leurs insignes propriétés jusqu’en fluid
non newtoniens (en anglais l’adjectif « polyvalent » n’existe pas, excepté en chimie).
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