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Résumé On s'intéresse a un probléme de nulle contrélabilité pour une classe d’équations de la

chaleur fortement dégénérées (en domaine borné).

Tout d'abord, pour touf” > 0, on montre un résultat deille contrélabilité régionaleau
tempsT au moins dans la région ou I'équation n’est pas dégénérée. La preuve est basée sur
une inégalité d’observabilité adéquate pour le probléeme homogéne adjoint. Cette inégalité
est obtenue par application des estimations de Carleman combinée avec I'introduction de
fonctions de troncature.

On améliore ensuite ce résultat : pour t@Ut> T, on obtient un résultat deulle contro-
labilité régionale persistantelurant l'intervalle de temp$T, T']. Enfin, on donne des
résultats analogues pour I'équation de la chaleur (non dégénérée) en domaine non borné.
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Regional null controllability for degenerate heat equations

Abstract We are interested in a null controllability problem for a class of strongly degenerate heat
equations.

First for all T > 0, we prove aegional null controllabilityresult at timeT at least in the
region where the equation is not degenerate. The proof is based on an adequate observability
inequality for the homogeneous adjoint problem. This inequality is obtained by application
of Carleman estimates combined with the introduction of cut-off functions.

Then we improve this result: for alf’ > T, we obtain a result opersistent regional
null controllability during the time intervalT, T']. Finally we give similar results for the
(non degenerate) heat equation in unbounded donfairmite this article: P. Cannarsa
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Abridged English version

In this Note, we study the null controllability of a class of degenerate parabolic equations in a bounded
domain. Null controllability of non degenerate parabolic equations has been recently widely studied, using
Carleman estimates (see, e.g., [2—4]). Roughly speaking, in the non degenerate case, the following result
holds: givenT > 0 and an initial conditiom, there exists a control that drives the solution to zero on the
whole domain at tim&. However many physical problems are described by degenerate parabolic equations
(see, e.g., [5]). The main difficulty in the study of degenerate parabolic equations comes from the fact that
in general it is not possible to find a control that drives the solution to zero on the whole domain. This is
why we will studyregional null controllability propertiesthe problem is to find a control that drives the
solution to zero on some part of the domain.

Fix o, B, 8 such that 6K @ <« + 8 < B < 1. Leta € C1([0, 1]) be a nonnegative function such that
a(x) > 0forall x € [8, 1]. Our first result is the following:

THEOREM 0.1 ([1]). -GivenT > 0 andug € L2(0, 1), there existsf € L2((0, T) x (0, 1)) such that the
solution of

ur(t, x) = (a(ux(t, ) = ft, ) X@p*), (tx)€©,T)x(0,1)

u(t,0)=u(,1)=0, te(0,7) (0.1)
u(0, x) =uo(x), x€(0,1)
satisfies
u(T,x)=0 forallxe(a+46,1) (0.2)

The proof follows from the observability inequality (2.2), obtained via Carleman estimates and well-
chosen cut-off functions.

Now note that when the usual notion of null controllability holds, it is sufficient to drive the solution to
zero in timeT (on the whole domain), and then without controlling anymore the solution remains equal
to zero. This is no more true in the case of regional null controllability. Hence in the case of a degenerate
parabolic equation, it is interesting to know if it is possibldé®p the solution equal to zero on some time
interval. We prove the following result gersistent regional null controllability
THEOREM 0.2 ([1]). —-GivenT’ > T > O andug € L?(0, 1), there existsf € L2((0, T’) x (0, 1)) such that
the solution of

ur(t,x) — (@(@ux(t,x)) = ft. ) X@p*), (£,x)€(0,T) x(0,1)

u(t,0)=u(,1)=0, te(0, T (0.3)
u(0, x) = uo(x), x€(0,1)
satisfies
ut,x)=0 forall (t,x)e(T,T") x (¢ +8,1) (0.4)

The proof follows from the observability inequality (2.4), obtained via Carleman estimates and well-
chosen cut-off functions.

This notion ofpersistent regional null controllabilityllows us also to extend classical results on the
(nondegenerate) heat equation in a bounded domain when the initial condition is compactly supported in
the domain, and to extend also some results on the null controllability of the heat equation in an unbounded
domain, for which Micu and Zuazua [6] proved that global null controllability does not hold if the control
region is bounded.

1. Introduction

Dans cette Note, on étudie d’abord la nulle contrdlabilité d'une classe d’équations de la chaleur
dégénérées (en domaine borné). Soienp) c (0, 1) non vide et > O (tel quex + & < 1). On considere
a € C1([0, 1)) positive telle quea(x) > 0 pour toutx € [B,1]. On s'intéresse au probléme delle
contrélabilité régionale
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PROBLEME 1. —Pour tout? > 0 et toutug € L2(0, 1), trouver f € L2((0, T) x (0, 1)) tel que la solution
de

ur(t,x) — (a@uc(t, x)) = ft. ) X@p ), (£,x)€(0,T)x(0,1)

u(,0)=u(t,1)=0, €0, 7) (1.1)
u(0, x) = uo(x), x€(0,1)
vérifie
u(T,x)=0 pourx e (x+4,1) 1.2

Remarques- 1. On peut montrer que le probléme est bien posé (voir [1]) au sens de la théorie des semi-
groupes en travaillant dans des espaces a poids adéquats.

2. Dans le cas non dégénéré (ze> 0 sur[0, 1]), la nulle contrélabilité globale est désormais bien
connue : pour touf’ > 0, il existe f € L2((0, T) x (0, 1)) tel que la solution de (1.1) vérifie(T, ) =0
danstout (0, 1). Ce résultat est en général obtenu via les estimations de Carleman (voir par exemple [2—4]).

3. On considére ici le cas d’'une équation de la chaleur dégénérée, éventueftameemeént dégénérée
puisquea(x) peut s'annuler sur tout intervall®, «’] pour 0< o’ < B. Sous cette hypothése, avec un
contréle f localisé dang«, 8), on ne peut pas espérer amener le systeme a zérotalan®, 1). Le
domaine d’influence du contrdle est nécessairement situé dans la (@gionC’est la raison pour laquelle
on s'intéresse a la nulle contrélabilitégionale

4. De nombreux résultats sont connus pour les équations paraboliques non dégénérées. Mais a notre
connaissance aucun résultat n’était connu pour des équations dégénérées. Récemment, un autre résultat de
nulle contrdlabilité régionale a été obtenu pour une équation de type Crocco linéarisée [5]. Il s’agit d’'une
équation parabolique dégénérée (ou sont couplés des phénoménes de diffusion et de transport) dont le type
de dégénérescence est tout a fait différent de celui étudié ici.

5. La nulle contrdlabilitéglobale au tempg” est une propriété forte. En effet, du fait de la décroissance
de I'énergie, elle implique que, & partir du tenipsle systéme reste indéfiniment au repos (en cessant
d’'appliquer un contrdle a partir du temp3 : pour toutr > T, u(¢, -) = 0 dans(0, 1).

Au contraire, la nulle contrdlabilitéégionaleest une propriété beaucoup plus faible puisque, si I'on
cesse d'appliquer un contrdle a partir du terfiplle n'implique pas que le systeme reste au repos dans la
région(« + 8, 1) pours > T. On cherche donc a améliorer ce résultat en s’intéressant au second probleme
denulle contr6labilité régionale persistante
PROBLEME 2. —Pour tout7’ > T > 0 et toutug € L2(0, 1), trouver f € L?((0,T') x (0, 1)) tel que la
solution de

ur(t,x) — (@(@ux(t,x)) = ft. ) X@p(x), (£,x)€(0,T) x(0,1)

u(t,0)=u(,1)=0, te(0, T (1.3)
u(0, x) =uo(x), x€(0,1)
vérifie
u(t,x)=0 pour(t,x)e(T,T") x («+8,1) (1.4)

Dans la seconde partie de cette Note, on s'intéresse a la nulle contrélabilité de I'équation de la chaleur
(non dégénérée) en domaine non borné. On donne des résultats analogues de nulle contrélabilité régionale
complétant des résultats récents de Micu et Zuazua [6] et Cabanillas, De Menezes et Zuazua [7].

2. Equation de la chaleur dégénérée

2.1 Problemel. — On montre tout d’abord une inégalité d’observabilité pour le probléeme adjoint
associé :

{v,(t, x)+ (a(@)ve(t,x)) =0, (1,x)€(0,T) x (0,1) 2.1)
v(t,0)=v(r,1) =0, 1e(0,7T) '
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THEOREME 2.1 ([1]). — Pour tout$ > O (tel quexa + § < 1), il existeC > 0O telle que toute solutiom de
(2.1) vérifie

1 TrB a+4
/ (0, x)%dx < C// v(t, x)%dx dt+C/ o(T, x)°dx (2.2)
0 0Ja 0

On en déduitle
THEOREME 2.2 ([1]). — Sous les hypothéses précédentes, il exjste L2((0, T) x (0, 1)) tel que la
solution de(1.1) vérifie (1.2).

Remarque- Sia =0, il y a en fait nulle contrdlabilité (globale) sur to(@, 1) (et non pas seulement sur
(8, 1)).

Principe des preuves.Pour le Théoréme 2.1, on utilise des fonctions de troncature. En particulier, dans
la région oua ne s'annule pas, on se raméne a une équation non dégénérée a laquelle on applique les
estimations de Carleman. La preuve du Théoréme 2.2 repose sur l'introduction du probleme pénalisé

: 1 [Tk 2 1/t )
inf (—// ft,x) dxdt+—/ ul (T, x) dx)
£eL2(0,7)x(0,1)) \ 2 JoJu 2¢ Jots

ouu/ estla solution de (1.1) associég & L2((0, T) x (0, 1)).

2.2 Probleme2. — Pour toutr € (0, T’), on considére la famille de problémes adjoints :

vi(s, x) + (a(x)v;(s,x))x =0, (s,x)e(0,¢) x(0,1) 2.3)
Vi (s,0) = (s,1) =0, se(0,1) '

THEOREME 2.3 ([1]). — Pour touté > 0 (tel quex + § < 1), il existeC > O telle que

1 T’ 2
/(/ v’(O,x)dt) dx
0 T
T'rB T’ 2 T ra+s
<C// (/ vt(s,x)dt) dxds+C// V¥ (s, x)2 dx ds (2.4)
0 Ja max(s,T) T JO

On en déduitle
THEOREME 2.4 ([1]). — Sous les hypothéses précédentes, il existe L2((0,T') x (0, 1)) tel que la
solution de(1.3) vérifie (1.4).

Principe des preuves.Pour le Théoréme 2.3, on applique en particulier le Théoréme 2.1 a la fonction
w(s, x) = fnfa)(”) v’ (s, x) dz. La preuve du Théoreme 2.4 repose sur l'introduction du probléme pénalisé

1 T rB 1 T r1
inf (—// f(t,x)zdxdt+—// uf(t,x)zdxdt>
1eL2(0,7)x(0,1) \ 2 Jo Ja 2e J1 Ja+s

2.3 Autre résultat.— La notion denulle contrblabilité régionale persistantdonne également des
résultats intéressants méme dans le cas de I'équation de la chaleutégénéréePar exemple, si on
se donne une donnée initiale nulle sur une parti€ddé), on peut maintenir (& moindre codt) la solution
égale a zéro sur cette partie (au lieu de 'amener a zéro sur tout le domaine). Plus précisement, on montre le

THEOREME 2.5 ([1]). — Soient0 < o <y <« + 8 < B < 1. Supposons que € C1([0, 1]) est telle que
a(x) > 0 pour toutx € [0, 1]. Pour tout7 > 0 et toutug € L2(0, 1) tel queug(x) = 0 pourx € (y, 1), il
existef € L2((0, T) x (0, 1)) tel que la solution dél.1)vérifieu(r, x) = 0 pour (¢, x) € (0, T) x (¢ +3, 1).

Dans [1], on donne un autre résultat de nulle contrblabilité régionale persistante pour I'équation de la
chaleur soumise a usrme sourcéocalisé.
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3. Equation de la chaleur en domaine non borné

On considére désormais I'équation de la chaleur (non dégénérée) sur le demi-axe positif >pOuat
ug € L2(0, +00),
ur(t,x) —uxx(t,x) = f(t, X)X @p(x), (t,x)€(0,T) x (0, +00)
u(t,0) =0, 1€(0,7) (3.1)
u(0, x) =uog(x), x € (0, +00)

Micu et Zuazua [6] ont montré qu'il n’y a pas de donnée initiale réguliére a support compact qui puisse étre
amenée a zéro en temps fini. Ce résultat négatif vient du fait que I'on cherche a contrdler I'équation de la
chaleur en domaine non borné par un contyoig,, g) € L2((0, T) x (e, B)) localisé dans un domaine borné
(a, B). Cabanillas, De Menezes et Zuazua [7] ont ensuite obtenu un résultat positif de nulle contrdlabilité
sous la condition d’utiliser un contrdlg localisé dans un domaimen bornécomme(w, +00).

Avec les technigues précédemment utilisées, on montre le résultat intermédiaire suivant (voir [1]) : avec
un contrblef localisé dans le domaine bori&, 8), il y a nulle contrdlabilité régionaleau tempsl” dans
la région(0, 8 — §) (pour touts > 0). (En particulier, s = 400, on retrouve le résultat de [7].) On peut
également améliorer ce résultat pour obteninldle controlabilité régionale persistantans la région
(0, B — 8) durant tout intervalle de temgg’, 7).

Remarques- 1. On donne dans [8] un autre résultat intermédiaire de nulle contrdlabilité (globale) par un
contrdlef localisé dans un domaim®n borné mais demesure finie

2. Les techniques de preuves utilisées ne sont pas propres a la dimension 1. Les résultats présentés ici
peuvent faire I'objet d'un énoncé en dimensin
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