C. R. Mecanique 330 (2002) 403-408

|dentification of elastic parameters by displacement
field measurement

Giuseppe Geymonat, Francois Hild P, Stéphane Pagand

a8 LMGC, CNRS-Université de Montpellier Il, place E. Bataillon, CC048 34005 Montpellier cedex, France

b LMT-Cachan, ENS de Cachan/CNRS UMR 8535/Université Paris 6, 61, avenue du Président Wilson,
94235 Cachan cedex, France

Received 6 February 2002; accepted after revision 28 March 2002

Note presented by Evariste Sanchez-Palencia.

Abstract In this Note we study a parameter identification problem associated with atwo-dimensional
mechanical problem. In a first part, the experimental technique of determining the
displacement field is presented. The variational method proposed herein is based on the
minimization of a separate convex functional which leads to the reconstruction of the
elagtic tensor and the stress field. These two reconstructed fields are continuous and
piecewise linear on a triangulation of the two-dimensional problem. Some numerical and
experimental examples are presented to test the performance of the algorithm. To cite this
article: G. Geymonat et al., C. R. Mecanique 330 (2002) 403-408. O 2002 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS
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Identification de paramétres mécaniques par mesure de champ de
déplacement

Résumé On étudie un probleme d'identification de parametres associés a des équations de la
mécanique en dimension 2. Pour cela, dans une premiére partie, on présente le procédé
expérimental permettant de mesurer le champ de déplacements. La méthode variationnelle
proposée est basée sur laminimisation d’ une fonctionnelle séparement convexe et permet de
reconstruire alafois|le tenseur d élasticité et |e champ des contraintes a partir des mesures
du champ de déplacements. Les deux champs reconstruits sont continus et linéaires par
morceaux sur une triangulation du domaine bidimensionnel. Pour tester les performances
de I’agorithme on présente des exemples numériques et expérimentaux. Pour citer cet
article: G. Geymonat et al., C. R. Mecanique 330 (2002) 403-408. 0 2002 Académie
des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

milieux continus / identification / probléme inverse / corrélation d’'images numériques

Version francaise abrégée

Pour déterminer un champ de déplacement d’ une texture aléatoire en cours d’essai, on peut acquérir
desimages pour lesguelles on analyse une série de sous-images (ou encore zones d' étude, ZE) delarégion
d'étude (RE). Le but delacorrélation est d’ apparier les ZE entre elles dans|es deux images. L e déplacement
est alors un décalage bidimensionnel d’ un signal. On considére dans |’ équation (1) un signal g(x), qui est
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le décalé d’'un signal de référence f(x) bruité par b(x) (cf. [3] dans le cas de caméras CCD), ou u est le
déplacement inconnu que I’ on cherche a identifier. L' évaluation de u revient a minimiser la norme de la
différence (2) par rapport a un déplacement test v. Lorsque |’ on choisit la norme quadratique usuelle, cette
minimisation est équivalente a maximiser 4(v) (3), ou  est le produit d’intercorrélation. Le déplacement
qui maximise le produit d’'intercorrélation est noté u*. Un algorithme sub-pixel basé sur des transformées
de Fourier rapides est utilisé [4].

La Fig. 1 montre des mesures de déformations obtenues a I’ aide de jauges et une comparaison avec
des prévisions obtenues par corrélation d’'images numériques (1008 x 1016 pixels, codage sur 8 hits). Les
déformations longitudinale et transversale ont été mesurées lors d’'un essai de traction sur une éprouvette
en AU4G avec un montage spécia [5]. Un microscope longue distance permet d’ examiner une surface
de 4 mmZ2. Une taille de ZE de 64 x 64 pixels a été utilisée. L’ écart quadratique moyen de I’ erreur entre
mesure par jauge et par corréation d’ imagesest de 6 x 10~°. Des déformationsde |’ ordre de 10~ peuvent
étre mesurées de maniére fiable. A |"aide de ces mesures par corrélation d’images on a obtenu un module
d’ Young de 72 + 3 GPa et un coefficient de Poisson de 0,3 4 0,03 pour des contraintes moyennes variant
de 10 2 90 MPa. Ces valeurs sont en concordance avec celles données pour ce type d'aliage [7] (72 GPa
et 0,32, respectivement) et avec celles déduites des mesures par jauges (76 + 0,5 GPa et 0,33 + 0,005,
respectivement).

On peut donc considérer qu’ avec ces mesures on connait le champ des déplacementsplansu* e (H1(2))?,
ol © c R? représente la RE. De méme, on suppose connue la densité des forces volumiques et que des
observations (linéaires) L sur I’ effort appliqué durant I’ (cf. équation (4) ; par exemple, le niveau d’ ef-
fort global lors d'un de traction peut étre considéré comme une observation linéaire du champ de
contrainte inconnu o). L’ objectif principal de ce qui suit est de trouver le tenseur d’ élasticité associé et le
champ de contrainte sans hy pothéses supplémentaires (en particulier d homogénéitédel’ essai). Moyennant
ces données, on diraqu’un couple (A, o), ou A est le tenseur des complai sances élastiques, est solution du
probleme d'identification s'il satisfait lesrelations (4), (5) et (6).

Le champ des contraintes admissibles, noté Xgm, est défini par (7). En ce qui concerne le champ des
tenseurs de complaisance admissibles, noté £, on peut choisir, par exemple, |’ensemble des tenseurs a
coefficients constants (£1) ou linéaire par morceaux (£2). Avec ces notations, on peut montrer que la
fonctionnelle F(t, A) définie sur Togm x & (cf. équation (8)) est séparement convexe et toujours positive.
Pour minimiser la fonctionnelle F on utilise une méthode de relaxation : o +1 est obtenue en minimisant
F(t, A") par rapport asapremiérevariable r et A"+ est obtenue en minimisant F (6”2, B). Ladeuxiéme
étape de I’ algorithme est explicite.

Pour tester les performances de I’ algorithme on présente trois exemples. Dans les deux premiers tests,
on considere un probléme scalaire avec des mesures « parfaites» du champ de déplacement dans lequel
lafonction L1 correspond aux efforts exercés donnés sur chacun des cotés du carré unité. Ces problémes
de conductivité sont importants, p. ex. en hydrologie et ont déja été étudiés [8]. Pour que le champ de
contraintes satisfasse (4) et (5) on choisit de minimiser lafonctionnelle pénalisée (11). Dans |’ Exemple 2,
on teste la capacité de I’ algorithme a rendre compte de singularités locales ou d’ endommagement diffus.
On constate que le nombre d'itérations de I’ algorithme est nettement supérieur a celui obtenu dans le
cas de I'Exemple 1. Dans le troisiéme exemple, on utilise les mesures obtenues par corrélation d’images
numériques lors d'un essai de traction sur une éprouvette en AU4G. Avec I’ algorithme d’ identification on
a obtenu un module d’ Young de 71 GPa et un coefficient de Poisson de 0,3. Pour obtenir ces résultats on a
besoin d’ une seule mesure du champ des déplacements et du niveau de chargement correspondant.

The development of reliable measurement techniques of displacement fields enables one to consider
identification procedures of elastic parameters of solids. The analysis presented in this Note aims at
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coupling digital image correlation with a variational method to determine fields of material parameters.
Other approaches can be used (e.g., updating methods based on a constitutive law error [1], or virtual fields
method [2] for which homogeneous el astic properties are sought).

1. Displacement measurement by digital image correlation

To evaluate the displacement field of a region of interest (ROI) with a random texture, a sequence of
images is acquired for which one considers a series of sub-images (e.g., square regions) which will be
referred to as Zones Of Interest (ZOIls). The aim of the correlation method is to match the ZOl in two
chosen images. The displacement of one ZOI with respect to the other is a two-dimensional shift of an
intensity signal digitized by, say, a CCD camera. One considers signals g(x) which are perturbations of a
shifted copy f(x — u) of some reference signal f(x)

gX) = f(X—u)+b(X) 1)
where u is an unknown in-plane displacement field assumed to be constant locally (i.e., independent of
the position x) and »(x) a random noise (e.g., photon noise, readout noise, dark current noise for CCD

cameras [3]). To evaluate the displacement u, one may minimize the norm of the difference between
f(x—v) and g(x) with respect to atria displacement v

minflg — £~ ) @)

where ‘-’ denotes a dummy variable. If one chooses the usual quadratic norm || £ |2 = fffo‘f | £ (012 dx,
then the previous minimization problem is equivalento maximizing the quantity % (v)

+00 400
h(V)=(g*f)(V)=// g f(x —v)dx (©)

where x denotes the cross-correlation operator. Furthermore, when b is a white noise, the previous
estimate is optimal The displacement maximizing the cross-correlation product will be denoted by u* and
correspondsto an evaluation of the unknown displacement vector u. The computation of across-correlation
product can be performed either in the original space or by using Fast Fourier Transforms (FFTs). A sub-
pixel algorithmis used [4].

In Fig. 1, strain measurements by using strain gauges are compared with predictions of the correlation
technique. Theimages are taken by an 8-bit CCD camera (1008 x 1016 pixels). Longitudinal and transverse
strains are evaluated in atensile test on a 2024 aluminum alloy specimen. A special setup is used to avoid
spuriousflexure[5]. For load levels greater than 600 N (i.e., an average stress of 26 MPa), it is observed that
the flexural strains are at most 1% of the tensile strains [6]. A long-distance microscope monitors a4 mm?
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surface. A ZOl size of 64 x 64 pixelsis chosen. Therms error is equal to 6 x 10~°. Consequently, average
strains as small as 10~* can be measured accurately. Furthermore, it can be noted that the average shear
strains (negligibly small with the setup) are found to be equal to —10~° with an rms error of 2.4 x 1072,
Comparable results can be obtained with 32 x 32 pixel ZOls. These data can be used to evauate the
elagtic properties of the studied material. A Young's modulus of 72 + 3 GPa and a Poisson’s ratio of
0.3+ 0.03 are obtained for average tensile stresses varying between 10 and 90 MPa. These values are
in good agreement with reported valuesfor thisalloy [ 7] (72 GPaand 0.32, respectively) and those deduced
from strain measurements (76 + 0.5 GPaand 0.33 £ 0.005, respectively).

With these measures, we know the in-plane displacement field u* € (H1(2))% where @ c R? denotesthe
ROI, some linear observations on the stress tensor o (e.g., the global load level of the tensile test can be
considered as a linear observation of the unknown stress field)

Li(o)=g1,...,Ln(0) = gn 4
and the density of volumeforcef. The main goal isto find the associated el asticity tensor and the stressfield
without any additional assumptions. In practice the set Q2 is the union of squares and the data are known
at some interpolation points. For this reason, we consider that the unknown strain field e (u*) is piecewise
linear.

2. Formulation of the identification problem
We say that acouple (A, o) isasolution to the identification problem if it satisfies (4) and
dvo+f=0 inQ (5)
o=A"le(u") inQ (6)
Let Xagm bethe set of admissible stress fields defined as
Sadm = {7 € LA(Q); divr e LA(Q), divt +f=0inQ, L1(z) =g1,..., Ly(r) =gn} (7

and let supposethat Tagm isnot empty. 1 The set of admissible (elastic) compliance tensorswill be denoted
by £. Two possible simple choices are

&1={BeR>3 B;j=Bj;, Bx:x>alx?>, @ >0, ¥X, Bx:y < M|x|lyl, M >0, Vx,y}
&= (Bjj ispiecewiselinear; B;; = Bj;, Bx:x > alx|%, a >0, Vx, Bx:y < M|x|ly|, M > 0, Vx,y}

The most general choicewould be

E={Be (L®)>% Bj=Bji, BX:x>alx?, «>0, ¥x, Bx:y < MIX|lyl, M >0, ¥x,y}

With these notations, we define the functional F from Xagm x £ into R by
1 1
F(t,B) :/ {Ee(u*) B le(u®) + Er :Br—1 :a(u*)} dx dy (8)
Q

LeEmMMA 2.1.—The following properties for the functional hold true
(i) F(z,B)>0,V(B, t) € Zagm x £.

(i) F(z*,B*)=0ifand only if (6) is true withe = t* andA = B*.

(iii) The functionalF is separately convex 0Baym X £.

Proof. —Let usfirst rewrite the functional F as
1
F(z,B)= E/ (r —B le(u*)) 'B(r — B~ te(u*)) dxdy )
Q

With this expression and since B belongsto &, (i) and (ii) are obvious. For the separate convexity of F,
we just have to prove the convexity of the function ¢1(B) := %e(u*) :B~1e(u*) on £ and the separate
convexity of the function ¢2(t, B) := %r : Bt on Zggm x €. For ¢1, we can compute the second directional
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derivative ¢7
¢{(B; C,C) = (CB e(u*)) B (CB Le(u*)) > «|CB Le(u")|? (10)
Since g3 is non-negative by definition, it followsthat ¢, is always separately convex. 0O

3. Algorithm and numerical performance

In order to minimize the functional F on Tqm x £ arelaxation method is used: ¢”*1 is obtained by
minimizing F (z, A") over itsfirst variable T and A" +1 is obtained by minimizing F (¢ *1, B). This second
computation is explicit. In each step of the algorithm we minimize a convex function. We illustrate the
algorithm on three examples.

Examplel. — To test the performance of the algorithm, we consider a scalar problem with “perfect
measurements’ on the unit square 2 = (0, 1) x (0, 1) discretized with squares. For instance, the solution
to this conductivity problem is important in hydrology and it has been solved in [8]. At the nodal points
aregivenu* =x +y + 3(x3+ %), f = —div(Vu*/aex), Where aec = 1/(1 + y?). On the boundary, the
given surface forceis g = aiaain We assumethat £ = &1 and L1(o) = o - n = g on all the boundaries of
. Since the stress field solution is constrained by (5) and by o - n = g on 92, we choose to minimize the
penalized functional

Fy(z,b) = F(z,b) + yilldive +flIfs o) + v2llT -n = gl (11)
where 7 has continuous, piecewise linear components on the triangulation, 4 is continuous and piecewise

linear and y1 and y» are two penalty factors. In Examples1 and 2, wetake y1 = 1/h and y» = 1/h?, where
h is the mesh size. The observed convergenceis [|a, — aex|| 2 ~ O(h%%) and F (0 ,,, a,) ~ O(h116).

Example 2. — To test the performance of the algorithm to capturelocal singularitiesand diffuse damage, we
consider the situation where aex = 1/ (e + (y — 1/2)2), where ¢ is a positive constant, for alocal singularity
and whereaex = 1/(1— D)(1+ y?), where D € (0, 1), for diffuse damage. One can note that the number of
iterationsincreaseswhen ¢ decreases and that for ¢ lessthan or equal to 0.005 we loose the convergence (cf.
Fig. 2); for 0.005 we can obtain better results by using a refined mesh. For the other example, the number
of iteration increases when D tendsto 1 (10 iterationsfor D =0, 12 for D = 0.5 and 86 for D = 0.999).

Example 3. —We use the data obtained by digital image correlation on the tensile test described in
Section 1. In this case, 2 isthe square corresponding to 1008 x 1008 pixels, f =0, L1(o) and Lo(o) are
respectively the resultants of the applied tensile force on the upper and lower edges of 2. The admissible

Figure 2. Computed conductivity aex for different values of ¢: 0.1, 0.01 and 0.005 (400 quadrangular elements).
Figure 2. Conductivitéae calculée pour différentes valeurs de 0,1, 0,01 et 0,005 (400 élements quadrangles
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set for elastic coefficientsis £1. A Young's modulus of 71 GPa and a Poisson’sratio of 0.3 are obtained by
the identification algorithm. These values are in good agreement with the results of Section 1.

Theresolution of thedigital image correlation techniqueis sufficient to allow for an identification of elas-
tic propertiesof many solids. By using the variational approach used herein, or others[1,2], one can envision
away of determining damage fieldsbased upon the (state) coupling between elasticity and damage [7].

Acknowledgements. The experiments reported herein were performed by P. Renaud during his MSc thesis.

1 From an abstract point of view, an open question is to find stitable conditions on the dataf, g1, . .., gn insucha
way that this assumption be satisfied.
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