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Résumé

On propose une méthode de détermination des états de contrainte situés sur la frontiere du domaine des contraintes
macroscopiques admissibles pour un milieu poreux a matrice solide parfaitement plastique. On utilise une technique
d’homogénéisation basée sur I'équivalence, dans certaines conditions, entre le probléme de calcul a la rupture et un probleme
d’élasticité non linéaire bien choisi. On se penche en particulier sur le cas ou la matrice solide a un comportement de Drucker—
Prager, pour lequel on donne une détermination analytique de la frontiére du critere macros&upigciéer cet article: J.-F.
Barthéémy, L. Dormieux, C. R. Mecanique 331 (2003).
0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Determination of the macroscopic strength criterion of a porous medium by nonlinear homogenization. A porous
medium, which matrix is a perfectly plastic solid, is considered. This paper proposes a method to determine the macroscopic
admissible stress states. The method is based on a homogenization technique which takes advantage of the equivalence, under
certain conditions, between a problem of limit analysis and a ficticious nonlinear elastic problem. The particular case of a
Drucker—Prager solid matrix is considered. The method provides an analytical expression for the complete macroscopic strength
criterion.To citethisarticle: J.-F. Barthélémy, L. Dormieux, C. R. Mecanique 331 (2003).
0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.
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Abridged English version

The macroscopic strength criterion of a porous medium with a random distribution of pores can theoretically
be obtained by a set of problems of limit analysis on a representative elementary volume. Since the composite is
to be treated as random, these problems can not be solved with the classical static and kinematic approaches. The
method proposed herein consists in transforming the limit analysis problem into a ficticious nonlinear elastic one.
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Indeed, the matrix is given a ficticious equivalent nonlinear elastic behavior characterized by a potential. The latter
is defined in such a way that the local stress tensor fulfils the microscopic strength criterion and that its expression
is equal to the support function of the criterion. According to this last condition, the displacement field solution of
the nonlinear elastic problem can be regarded as a free plastic flow. The constitutive law of the equivalent matrix
can be written by means of secant moduli and a prestress (1). The macroscopic strength criterion can then be
estimated with the help of a nonlinear homogenization technique based on an effective strain concept. It relates the
macroscopic stress tensrto the macroscopic strain tensbr When E tends towards infinity on a radial strain
path, ¥ tends towards the boundary of the macroscopic strength criterion. First, this method is implemented on a
von Mises matrix to the case of an isotropic loading. Then the method is applied to a Drucker—Prager matrix for
which an appropriate nonlinear elastic behavior is proposed in (12). The limit pressure of a Drucker—Prager hollow
sphere under isotropic compression (20), is then compared to the prediction of the nonlinear homogenization
scheme (19) (see Fig. 1). Finally, the complete strength criterion is derived (21).

Introduction

Dans le cas des matériaux héterogénes présentant une répartition aléatoire des phases, la détermination des
charges limites et des mécanismes d’écoulement au moyen des techniques de calcul a la rupture s’avére souvent
trés difficile. Pour traiter cette question, on s’appuie sur une équivalence formelle entre un probléme de calcul a
la rupture et un probléme d’élasticité non linéaire que I'on traite dans le cadre de ’homogénéisation non linéaire.
On revient brievement sur le cas des milieux poreux a matrice de von Mises pour lesquels des résultats sont
déja disponibles [1]. L'originalité de cette note réside plus particulierement dans le cas ou la matrice présente un
comportement de Drucker—Prager. On illustre la démarche proposée par la détermination de la contrainte limite en
compression isotrope.

1. Approche par homogénéisation non linéaire
1.1. Principe del’approche

On considére un volume élémentaire représenfatifun milieu poreux de porositg. La matrice solide de ce
milieu posséde un comportement parfaitement plastique qu'il s’agit d’approcher par un comportement élastique
o (&) non linéaire bien choisi dans le domaine des grandes déformations. Le critere de plasticité de la matrice
s'écrivantg(o ) < 0, l'idée consiste a imposer a la relatietic) la conditiong(lim,_.. o) = 0. La notation
& — oo est évidemment symbolique. Tous les développements qui suivent sont effectués en géomeétrie fixe.
" Dans le but d'utiliser ultérieurement la méthode sécante d’homogénéisation non linéaire, on se donne, pour la
partie solide, un comportement élastique non linéaire isotrope dérivant d’'un potentiel cgnvexeépendant
gue de la déformation volumiqug = tre et de la norme de la déformation déviatorigye= \/W- La loi de
comportement = dvy/de peut alors s’écrire a I'aide de modules sécants k et d’'une précontrainte sphérique :

oy oy
0 =k(ev, €a)evl +2u(ey, a)ea + 0p(ev, €)1l avec ke, +op = Pyt 2ueg = P 1)
v

Le choix du potentiel dépend évidemment du comportement plastique que I'on souhaite approcher. Il s’agit, d’'une
part, d’'assurer la saturation du critére par le tenseur des contraintes et, d'autre part, de conférer au champ de
déplacement solution du probléme d’élasticité non linéaire un statut d’écoulement plastique libre. A cet effet, on
choisit le potentiel égal a la fonction d’appui du critére ou tendant vers celle-ci.

Le domaines2 est soumis a des conditions aux limites portant sur le champ de déplacéngentype
«déformations homogenes au contour » : -

EW=E-x suriQ @)
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L'idée consiste a augmenter de maniére monotoser un chemin radiak = y Eg, y — oo. Dans I'hypothése ou

la déformation locale est uniformément grande lorsgue oo, la contrainte macroscopiqug, définie comme la
moyenne du champ de contraintes, peut s’interpréter comme une charge limite du v.e.r. et le champ de déplacement
comme un mécanisme d’écoulement plastique libre.

Le principe de la méthode sécante d’homogénéisation non linéaire consiste a se ramener au cas linéaire
en définissant dans le solide des déformations effecti%set esff représentatives du champ hétérogéne des
déformations et qui dépendent donc du niveau de sollicitaionOn considére alors, dans le solide, un
comportement élastique linéaire équivalent dont les modules et la précontrainte sont les valeurs prises par les
modules sécants pour les déformations effectivéd = k (¢8f, e8M), 180 = u(e8, &™) eto, 4= 0P (5, £M). Le
comportement macroscopigue du v.e.r. est ensuite obtenu & l'aide d’'un schéma linéaire approprié (cf. [5]). Dans
la suite, on utilise le schéma correspondant aux bornes supérieures de Hashin—Shtrikman (cf. [2]) pour un milieu
poreux. Il donne des résultats acceptables lorsque la phase poreuse est répartie de maniére isotrope et discontinue.
Les modules homogénéisés de compreski8H et de cisaillemeni"°™ sont alors donnés par :

4(1— p)pu®d 1— ¢)(9%®%+ 8u®
khom: keq ( (P)M et Mhomz Meq ( (ﬂ)( + “ q) (3)
Bpk®d+ 4484 k®9(9 + 6¢) + nU8+ 12p)
La non linéarité du probléme est prise en compte & travers le fait que les déformations effectives se calculent, dans

le cadre du schéma d’homogénéisation linéaire adopté, comme des fonctibfifs d&” et 09, ces paramétres
étant eux-mémes, par construction, des fonctions des déformations effectives.

1.2. Choix et calcul des déformations effectives

La methode dite modifi€ée proposee par Suquet (cf. [1]) est basée sur une approche variationnelle. Dans cette
méthode, les valeurs effectives des invariants de la déformagiat £; sont calculées comme des moyennes
quadratiques des champs solutions du probléme linéaire associé aux modules équivalents :

Ev=\/((re)?), et &= [(ea:ga)v (4)

Il convient a présent de se pencher sur I'effet du terme de précontrainte dans (1) sur la valeur des déformations
effectives. Par superposition de problémes, on montre que le champ de déformation issu du probléme défini par le
chargement et la précontrainteﬁq; dans le solide est identique au champ issu du probleme défini par le charge-

mentE, une précontrainte nulle dans le solide et la pressﬁ)chjans les pores. On est alors ramené au probléme
traité dans [3] dont on tire I'expression @get&,. Ainsi, si le comportement macroscopique est isotrope, on a :

1 - auhom ) 1 gkhom a§q 2 J;hom eq 1 ;hom G;Q 2
5(1—90)81)— akea Ed+§ 9%€d Ev+ﬁ _—keqzap Ev+§ 1_(p_2keq ﬁ

8Mhom ) l8kh0m GSCI 2
pea T e\ T e

(5)
(11— )&=

2. Casdu matériau devon Mises
2.1. Construction delaloi élastique non linéaire équivalente

On suppose, dans cette partie, que la phase solide obéit a une loi de comportement parfaitement plastique de
critere de von Mises (de limiteg en compression simple). On construit le comportement élastique équivalent de
la forme (1) sans précontrainte, avec un module de déformation volurhigoastant non nul et un module de
cisaillement choisi de maniére a saturer le critere de von Mises :

. 2 . 00
Jm VEie =\£00 = M= g ©)
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2.2. Compaction isotrope

La meéthode exposée au Paragraphe 1.1 est appliquée pour le matériau de von Mises. Dans le cas d'un

chargement sphérique = — E1, on détermine I'état de contrainte limite de la forthe= — P'™1 avec :
Pim = 250t ¥ ™
3 Ve

On peut comparer ce dernier résultat avec I'expression de la charge limite de la sphére creuse 2¢alela ¢
(cf. Fig. 1(a)). Dans le domaine des petites porosités, I'écart entre les deux courbes s’explique par I'imprécision
commise en utilisant cette méthode d’homogénéisation non linéaire basée sur une déformation effective homogene
dans toute la matrice alors que des hétérogénéités importantes apparaissent au voisinage des cavités. |l est toutefois
possible d’améliorer cette méthode en procédant a une subdivision de la phase solide par exemple en zones
concentriques autour des pores et en déterminant une déformation effective par zone [4].

L'intérét de la présente démarche qui consiste a construire un comportement saturant le critere réside dans ses
perspectives d’extension a d'autres criteres comme celui de Drucker—Prager qui fait I'objet du paragraphe suivant.

3. Casdu matériau de Drucker—Prager
3.1. Construction dela loi élastique non linéaire équivalente

Dans cette partie, le critére choisi pour la phase solide est celui de Drucker—Prager :

tro
8(g)=T(on—H)+o4 aveco, = —= etos= /(¢ —oul): (¢ —onl) ®)

Pour le matériau élastique non linéaire équivalent, ey & 9vr/ds, etoy = 0y /d¢e4. Le tenseur des contraintes
sature le critére (8) si et seulement i /dey =T (H — 0y /de,). Ceci impose alors & de s’écrire sous la
forme :

Ve, eq) = f(ey —Teq) + Hey 9

On choisit pourf une fonction convexe décroissante car on peut montrer que ces propriétés sont suffisantes pour
assurer la convexité di. Les problemes de calcul a la rupture et d’élasticité non linéaire deviennent équivalents si
le potentiel dont on vient de déterminer la forme tend vers la fonction d’apfui relative au critére de Drucker—
Prager donnée par (10). -

{n(g) =400 Sig, <Tey

n(g)=Hey Siey, = Tey (10)

La «fonction» f doit donc valoir O pour un argument positif ¢bo pour un argument strictement négatif. On
introduit une famille paramétrée de fonctions de classe au minim&m(fa)ae]R+ valant O pour un argument
positif et tendant verg-oo lorsque I'argument tend versa par valeurs supérieures, l'idée étant de faire tendre
ensuitea vers 0 dans les résultats obtenus aygcL'équivalence entre les problémes de calcul a la rupture et
d’élasticité non linéaire est obtenue de fagon asymptotique loiseuid.

Avec ce choix de fonction et la notatich= ¢, — T¢4, le comportement local de la phase solide est donné par :

&
o= f;00(1-12) + 11 v
= = d =
gu'il est possible de réarranger sous la forme (1) en posant :
A 8U1+<—fa(X)T>§d+(H— fa(X)SdT>l 12)
D ea )= X =
N e’

k 21 op
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On note que la positivité des moduleset © est assurée dés lors que la fonctiinX) est décroissante sur
I'intervalle 1—a, 0].

3.2. Compaction isotrope

Le chargement est le méme que celui décrit au Paragraphe 2.2. L'état de contrainte macroscopique se compose
d’'une partie dépendant linéairement Beet d’'une précontrainte macroscopique obtenue par la formule de Levin

quidonnex = (k"°M/ k*%o 5% La pression limite s'écrit donc :

Geq O’eq

lim ; hom p ; hom p

P = lim —k E,+— )= Ilim k 3E — —— 13
E—o0 ( vt keq> E—o0 ( keq) ( )

ou khom, cr,fq etk®4 dépendent d& par leurs expressions (12) a travers les déformations effectives.

Les problémes liés au choix dg comme déformation effective ont été décrits dans [3]; cette déformation
effective masque en effet les éventuelles variations de signe du champsein de la phase solide et il est, en
général, préférable d'utiliser la moyenne directe de la déformation volunaiguEoutefois, pour le matériau de
Drucker—Prager, le potentiel a été construit de maniére a assurer asymptotiquement la relation locale de dilatance
ey = Tey impliquant ainsi la positivité du chamgy. Dans la situation présente d’un chargement sphérique et du
schéma (3), on peut vérifier qae etz, (14) sont identiques.

khom Geq khom
CL_QD)EU:WEU-’_k_Ie’q( &9 _(1_(/7)) (14)

On noteX =&, — Té,. D'aprés les expressions @& et dek® fournies par (12), on déduit :
k%, +0,0= f1(X)+ H (15)
La relation (14) peut ainsi étre réécrite sous la forme :
eq
o N ~
om((, o+ 75 ) = (@ 0 (%, + %) = - 0 (1(R) + A) (16)

L'expression (5) dé, dans laquelle on adopte le schéma (3) paf et la définition (12) de:89fournit 'équation
suivante :
NV (T 2
(Tfa(X))" = 50(fa(X) + H) (17)

Le signe négatif def/(X) ainsi que celui de f,(X) + H) (qui découle de la positivité d&'™ et de (16))
conduisent a:

~ H
"X)=————o 18
L'expression deP''™ découle alors de (13), (16) et (18) :
Pim_— _1—o)(H+ f(X))=H _ 19

Ce résultat repose sur le choix des expressiorsate, dans (12) uniqguement via la relation (15). Un autre choix
dek eto, pourrait étre envisage sans modifier le résultat (19) sous réserve de vérifier la compatibilité avec la loi
de comportement élastique non linéaire (15) ainsi que la positivité du module de compressibilité.

La charge limite (19) peut étre comparée a celle obtenue par le calcul a la rupture sur la sphére creuse de
Drucker—Prager dont I'expression analytique vaut :

1
+ = —
P= H((p(«/Z/ST)/(l—MT) 1) (20)
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4P/ay 4p/H
fig.1 (a) : matrice de von Mises | fig.1 (b) : matrice de Drucker-Prager]
3 2
5 résolution analytique 2 résolution analytique
homogénéisation non linéaire ~ | homogénéisation non linéaire ~ |
1 1
O \ A . \ )
0 dl 0 dl

Fig. 1. Pressions limites par homogénéisation non linéaire et par résolution analytique de la spher@ eee8g. (
Fig. 1. Pressure limit by nonlinear homogenization, and by analytical resolution of the hollow sphe@3J).

On constate a nouveau sur la Fig. 1(b) que les charges limites obtenues par résolution analytique ou par
homogénéisation non linéaire sont trés proches au voisinage=d&. En ce point, les deux premiers ordres de

leurs développements limités sont identiques. La raison de la différence entre les deux approches pour des porosités
plus petites est la méme que dans le cas du matériau de von Mises (forte hétérogénéité du champ réel au voisinage
de la cavité que gomme I'utilisation d’'une déformation effective uniforme ). Le défaut principal de (19) réside dans
I'existence d’une branche infinie po#* pour la valeury = 272/3. Cette limitation peut étre levée en utilisant

une subdivision de la phase solide.

3.3. Critére macroscopique

La méthode exposée au Paragraphe 3.2, basée sur les déformations effgctves, dans le cas d’une

compaction isotrope peut également s’appliquer a la détermination d’'un état limite comportant une partie
déviatorique. On montre en effet que le critere de résistance macroscopique fait intervenir deux invariants du
tenseur de contrainte macroscopique, la contrainte moyghnet la norme de sa partie déviatoriqig =

JZa: Za, etquil s'écrit :

_ 1+(2/3)§02 2 ( 3p

F(Z,9) = ——1>Z‘m2+2(1—g0)HZ‘m—(1—<p)2H2=0 (21)

2772

Vis-a-vis du critere, le tenseut joue le role de taux de déformation macroscopique. On peut montrer, a l'aide
notamment de (14) et (15), qu'il est orienté suivant la normale extérieure au dogine .
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