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Résumé

Trois règles de localisation, TFA, la méthode tangente incrémentale et la méthode affine, sont rappelées et éval
le contexte de l’analyse micromécanique de l’élastoplasticité des matériaux hétérogènes, composites ou polycristau
d’un exemple sévère, on montre comment les prédictions issues des méthodes basées sur l’expression anisotrope c
l’opérateur élastoplastique tangent sont très raides et éloignées de la réponse de référence, tout comme pour la mé
sur la règle d’accommodation élastique. Au contraire, en utilisant une forme isotrope de l’opérateur tangent, on ob
réponses bien meilleures. Sont alors discutées les raisons d’une telle différence et les justifications possibles du c
forme isotrope.Pour citer cet article : J.-L. Chaboche, P. Kanouté, C. R. Mecanique 331 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the ‘isotropic’ and ‘anisotropic’ approximations of the tangent operator in the incremental tangent and affine
methods.Three localisation rules, TFA, the incremental tangent, and the affine method, are recalled and evaluated in th
of the elastoplastic micromechanical analysis of heterogeneous materials, composites or polycrystals. With the help o
example, it is shown how methods based on the complete anisotropic elastoplastic tangent operator yield very stiff pr
which are far from the reference solution; the same conclusion holds for the method using the elastic accommodation
the other hand, using an isotropic form of the tangent operator delivers much better responses. The reasons for such
are discussed, together with possible justifications for the choice of the isotropic form.To cite this article: J.-L. Chaboche,
P. Kanouté, C. R. Mecanique 331 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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The objective of this Note is to evaluate available methods for scale changes in the micro-to-macro elas
analysis of composites as well as polycrystalline aggregates. The corresponding localisation rules ar
recalled, including the elastic localisation (Transformation Field Analysis), the incremental tangent appro
the more recent ‘affine’ method proposed by Zaoui and Masson [6,7]. In the first method (TFA), formula
Dvorak [1], the plastic strain itself is considered as a given eigenstrain (known at each step). Though the
eigenstrain in Hill’s approach, the affine method uses the same elastoplastic tangent operator associat
non incremental definition of the local linear comparison material, introducing the eigenstrainsηr , which can be
identified asηr = εr −L−1

r : L r : (εr −ε
p
r ). These various approaches for the instantaneous average local beh

definition in each phase are illustrated in Fig. 1.
It is shown how the affine method can be formulated in exactly the same way as TFA, but with contin

varying localisation and influence tensors. In case of a two phase material, these operators are determined
form as functions of the local tangent stiffnesses, of the tangent stiffness for the chosen ‘reference materia
the ‘tangent’ polarisation tensorP. It is worth noting that this operator is expressed in terms of the tangent stif
of the reference material, necessarily an ‘anisotropic’ stiffness tensor (independent of the fact that the co
material stays isotropic).

A very severe example, due to Suquet [8], serves to compare the capabilities of the methods with a r
solution obtained by a finite element based periodic homogenisation technique [9]. Fig. 2 shows the overa
behaviour obtained with the various approaches.

As it is well known, the TFA method is very stiff when using a two phase approximation (with average
in each phase) and greatly overestimates the overall strength and hardening. More surprisingly, when u
‘correct’ anisotropic polarisation tensorP, the incremental tangent and affine methods also greatly overest
strength and hardening. As already reported [6], the affine method delivers a softer response than the inc
tangent one. On the contrary, the approximate ‘isotropic’ version of the two methods slightly underestim
reference solution, a result already observed in several works [16,22,23,19]. Therefore, we can formu
following controversial question: should we prefer to use the ‘correct’ version that greatly overestimates the
response, or take the ‘incorrect’ approximate one that recovers sufficiently well the reference overall respo

There were several arguments in favour of the second option. For instance, Llorca and González
considering the assumption of a local proportional loading, showed thatε̇ = M : σ̇ appears as identical wit
ε̇ = M∗ : σ̇ , in whichM andM∗ are respectively the anisotropic tangent compliance and its isotropic approxim
It will be shown in the sequel that this is an abusive proof and thatM∗ cannot really be considered as a tang
operator.

In conclusion, for applications to composites, as well as for applications to polycristalline or multi
aggregates, we suggest the use of the ‘isotropic’ approximation in the tangent methods (incremental an
not only because it is simpler to evaluate, but also because it delivers better results at the overall scale.

1. Trois règles de localisation en élasto-plasticité

Dans cet article on ne formule pas les lois élasto-plastique ou élasto-viscoplastique de chaque phase
étant simplement supposées obéir à un schéma incrémental classique.

Les techniques de changement d’échelle sont indispensables afin de reconstruire le comportement m
pique des matériaux à partir de celui de leurs constituants de base. Très schématiquement, on peut disti
les méthodes de type homogénéisation périodique, plutôt réservées aux milieux dont la microstructure
assimilée à une microstructure périodique, et qui délivrent les champs locaux respectant de façon exacte
compatibilité et comportement ; (ii) les méthodes à champs moyens, basées sur le schéma de l’inclusion d
qui sont amenées à considérer des champs de déformation inélastique (déformation libre) uniformes su



J.-L. Chaboche, P. Kanouté / C. R. Mecanique 331 (2003) 857–864 859

isées pour

intégrales
astique,
ormation

nsidéré.
es
élasticité

hase

imation)
limitant à
ar exemple,

pend
i ici par

ire une

n

phase, elle-même plongée dans un « milieu homogène de référence », approches plus couramment util
les milieux à microstructure désordonnée.

1.1. La méthode TFA (Transformation Field Analysis)

Cette approche intermédiaire proposée par Dvorak [1], correspond à une discrétisation des équations
de type Lippman–Schwinger, non rappelées ici. En admettant que la déformation libre, ici la déformation pl
est uniforme par morceaux, et après discrétisation et résolution formelle, les relations de localisation en déf
s’expriment :

εs = As : ε̄ +
∑

r

Dsr : εp
r (1)

où ε̄ est la déformation macroscopique (moyenne) sur le VER (Volume Elémentaire Représentatif) co
As est le tenseur de localisation élastique moyen sur le volumeVs et lesDsr sont les tenseurs d’influence, tout
ces quantités pouvant être déterminées par résolution de problèmes élastiques linéaires [2,3]. La loi d’
macroscopique s’écrit alors̄σ = L : (ε̄ − ε̄p), avecL = ∑

crL r : Ar et ε̄p = ∑
crBT

r : ε
p
r , où Br = L r : Ar : L−1

est le tenseur de concentration de contrainte,L r et L respectivement les tenseurs d’élasticité de chaque p
et macroscopique,cr = Vr/V la fraction volumique de chaque sous-volume etε̄p la déformation plastique
macroscopique.

Dans le cas d’une microstructure périodique, cette approche correspond à une simplification (approx
de l’homogénéisation périodique, en conservant un nombre élevé de sous-volumes. Au contraire, en se
deux phases, donc deux sous-volumes, on peut se ramener à des méthodes à champs moyens, avec p
dans le cas du schéma auto-cohérent à 1 site (inclusions plongée dans le milieu homogèneL) :

A−1
s = I + P : (L s − L ) (2)

où le tenseur de polarisationP= S : L−1(S tenseur d’Eshelby) s’exprime à partir des fonctions de Green et dé
de la forme et de l’orientation de l’inclusion et des caractéristiques du milieu homogène de référence, défin
le tenseur des rigiditésL . Dans ce cas les tenseursDsr s’expriment analytiquement à partir desAs, L s et L [4].

Les approches tangente incrémentale [5] ou affine [6,7] ont été proposées dans le but d’introdu
redistribution de type élastoplastique. Elles consistent à utiliser le module tangent localLs , évalué pour l’état
de déformation moyenεs dans la phases (Fig. 1), tel que

σ̇s = Ls(εs) : ε̇s (3)

1.2. Méthode tangente incrémentale

Ici, la règle de localisation (1) est remplacée par :

ε̇s = As(εs) : ˙̄ε (4)

où As est le tenseur de localisation tangent et s’exprime, toujours dans le schéma à 1 site, par :

A−1
s = I + P : (Ls − L) (5)

L étant l’opérateur tangent du milieu de référence, donné parL = ∑
crLr : Ar et P le tenseur de polarisatio

correspondant (qui dépend deL).
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Fig. 1. Schéma des approximations tangente et sécante, ainsi que de la loi élastique.

Fig. 1. Schematics of tangent and secant approximations, as well as the elastic behaviour.

1.3. Méthode affine

Pour la méthode affine, on se reportera aux références [6] et [7] pour des explications complémentair
facile de vérifier que celle-ci correspond à l’écriture de la règle de localisation sous la forme :

εs = As : ε̄ +
∑

r

Dsr : ηr (6)

où ηr représente la déformation libre, utilisée dans la méthode affine à la place de la déformation plastiq
Fig. 1). Cette déformation libre peut être définie à chaque instant par l’identité

σr = L r : (εr − ε
p
r

) = Lr : (εr − ηr) (7)

Les tenseurs d’influence « tangents »Dsr s’expriment de façon analytique comme pour la méthode TFA (avec
phases) [4] sous la forme :

Dsr = (I − As ) : (Ls − L)−1 : (δsr I − crAT
r

) : Lr (8)

Pour la méthode incrémentale, le comportement tangent macroscopique s’exprime bien par˙̄σ = L : ˙̄ε. Par contre,
pour la méthode affine, la loi affine macroscopique n’est pas vérifiée :σ̄ �= L : (ε̄ − η̄), avecη̄ = ∑

crBT
r : ηr .

Cependant, après intégration, il est facile de reconstituer la loiσ̄ = L : (ε̄ − ε̄p) à chaque instant.

2. Application sur un exemple « très » critique

C’est celui proposé par Suquet [8], correspondant à une matrice élastoplastique contenant des in
élastiques sphériques réparties de façon isotrope (fraction volumiquecf = 0,3). Le fort contraste produit de
différences importantes entre les diverses méthodes (Em = 75 GPa,νm = 0,3, Ef = 400 GPa,νm = 0,2). La
loi de plasticité de la matrice est à écrouissage isotrope, avec une fonction puissance :σeq = σo + Hpα (avec
σo = 75 MPa,H = 416 MPa etα = 0,3895), où σeq et p sont respectivement la contrainte équivalente de
Mises et la déformation plastique cumulée (définitions standard).

La solution de référence (Fig. 2) est donnée par éléments finis, dans le cadre d’une hypothèse d’homogé
périodique [9]. Le comportement de la matrice est indiqué pour illustrer l’effet « composite ». On remarqu
sûr l’extrême raideur de la méthode TFA (courbe en pointillés la plus raide) appliquée avec deux ph
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Fig. 2. Application des diverses règles de localisation pour l’exemple d’inclusions élastiques sphériques dans une matrice élastopla
une loi puissance. Les courbes supérieures utilisent la localisation élastique ou l’opérateur tangent anisotrope. Les plus basses utilisme
isotrope.

Fig. 2. Application of the various localisation methods for the example of spherical elastic inclusions in an elastoplastic matrix with
law. The upper curves are using the elastic rule or the anisotropic tangent operator. The lower ones use the isotropic form.

la déformation plastique moyenne de la matrice, traitée comme déformation libre). L’autre courbe en p
correspond à une méthode TFA « corrigée » [3] qui introduit un module tangent asymptotiqueµ∞ = 4 GPa.

L’application des méthodes incrémentale et affine est menée suivant deux versions, qui diffèren
détermination du tenseur de polarisationP :

– la version «anisotrope », en principe la plus correcte, utilise le tenseur élastoplastique tangent comple
son terme anisotrope :

L = 3kJ + 2µF + 2γ E (9)

où l’élasticité isotrope de la matrice est définie par les coefficients de compressibilité et de cisaillemk et
µ et oùJ et K sont les opérateurs identité sphérique et déviatorique.E définit la partie plastique, anisotrop
de l’opérateur tangent, le module tangent étant donné parγ = µhp/(3µ + hp), où hp représente le modul
tangent élastoplastique (∂σeq/∂p). On utilise les opérateursJ, F , E (avecF = K − E) employés par Pont
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Castañeda [10] et Suquet [8]. Avec une loi d’écrouissage isotrope on aE = 3/2(s ⊗ s)/σ 2
eq oùs est le déviateu

des contraintes. Le tenseurP est alors défini de façon classique à partir du tenseur de Green associé au
homogène de référence, et doit être évalué numériquement [11] ;

– la version « isotrope », approchée, consiste à négliger le terme anisotrope dans l’opérateur élastopl
tangent. On utilise à la place deL l’opérateur isotrope :

L∗ = 3kJ + 2γ K (10)

L’opérateurP se simplifie alors enP = S : L−1, où le tenseur d’EshelbyS est obtenu avec des relatio
analytiques classiques, en fonction dek etγ .

On note que, pour cette situation de type composite, on n’a pas utilisé une évaluation auto-cohérente
borne inférieure de Hashin–Shtrikman [12] (ou, ce qui est équivalent dans le cas présent, méthode de Mor
[13]), en considérant la matrice comme milieu homogène de comparaison.

Les résultats obtenus sont indiqués sur la Fig. 2, avec des courbes continues pour la méthode incr
et mixte tiret-point pour la méthode affine. On note que les évaluations « anisotropes » utilisant un teP
déterminé avec l’expression anisotrope de l’opérateur élastoplastique tangent, surévaluent fortement la
macroscopique de référence. On note aussi que la méthode incrémentale est moins raide que la mét
(accommodation élastique), mais plus raide que la méthode affine, fait reporté antérieurement [6]. Cependa
reste majeur avec la solution de référence.

Au contraire, les évaluations « isotropes » sont beaucoup moins raides, respectant l’évolution non lin
la réponse macroscopique de référence, avec une légère sous-évaluation. On peut estimer qu’avec l’é
auto-cohérente à la place de l’évaluation HS–, les résultats seraient encore plus voisins de la référence.

Le fait que la simplification isotrope de la méthode tangente incrémentale conduise à des prédictio
souples que la formulation complète est un fait déjà reconnu [14,15]. C’est l’une des raisons qui ont
à l’emploi de la méthode sécante [16]. Dans le cas d’un comportement en loi puissance (sans élast
formulation sécante ne diffère de la formulation incrémentale que par le fait qu’elle utilise un tenseur
isotrope [17]. Le même résultat pour la méthode affine est probablement moins connu, bien que la trop
raideur attachée à cette méthode avec l’expression complète ait déjà été notée, ce qui a d’ailleurs cond
propositions de modification [15,18].

3. Discussion

Essayons de voir comment le choix de l’approximation isotrope pourrait être justifié. La méthode affine
à exprimer la loi localeε(x) = G(σ(x)) sous la forme linéaire tangente :

ε(x) = M
(
σ(x)

) : σ(x) + η(x) (11)

valide en tout pointx dans un voisinage deσ(x). Cependant, pour appliquer la méthode on a besoin de défin
milieu linéaire de comparaison doté d’une loi de type thermoélastique dont la souplesseM et la déformation libre
η soient uniformes sur la phase considérée. Dans sa forme initiale, la méthode se réfère pour cela à l’ét
sur la phase. On utilise donc :

ε(x) = M(σ ) : σ(x) + η (12)

où M est la souplesse tangente correspondant à la contrainte moyenneσ dans la phaser (on évite dorénavan
l’emploi de l’indicer) :

M = 1

3k
J + 1

2µ
F + 1

2γ
E (13)
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où γ = µhp/(3µ + hp), hp étant le module tangent plastique pour la contrainte moyenneσ. L’idée est alors de
chercher à prouver, comme pour la méthode sécante [17], la non unicité de l’opérateurM servant dans (12). Pa
exemple, en utilisantM∗ = M + α(K − E) à la place deM, en l’appliquant aux quantités moyennes sur la ph
on trouverait immédiatement :

M∗ : σ = M : σ + α(K − E) : σ = ε − η + α

(
s − 3

2

s

σ 2
eq

(s : s)
)

= ε − η (14)

qui redonnerait l’expression affine avec une souplesse différente, que l’on peut très bien choisir isotrope en
α = 3/(2hp), ce qui donne :

M∗ = 1

3k
J + 1

2γ
K ouL∗ = 3kJ + 2γ K (15)

Notons de suite queM∗ ne peut plus être qualifié d’opérateur tangent ! C’est simplement un opérateur qui,
dans (12) à la place deM, conduira à la même relation entre les moyennes des contraintes et des déformati
seules quantités qui interviennent dans le résultat macroscopique final). Au contraire, les différentes varia
modules sécants restent des modules sécants.

Cependant,σ(x) n’est pas uniforme sur la phase et donc (14) ne s’applique pas en tout point et la démon
ci-dessus n’est donc pas une justification suffisante. Il est pourtant à noter que son équivalent pour la
tangente incrémentale a été utilisé par Llorca et González [19] pour justifier l’approximation isotrope, su
de plus que le chargement dans la matrice est proportionnel (sur le plan temporel).

Alors, comment justifier le choix de cette approximation isotrope ? Quelques éléments de réponse peu
fournis :

– d’abord elle fournit des résultats de réponse macroscopique plus conformes aux réponses fournie
calculs de référence. On notera que des analyses faites avec d’autres lois d’écrouissage pour la ma
écrouissage cinématique linéaire, cas parfaitement plastique, ont conduit exactement aux mêmes co
que ci-dessus. L’application à des chargements cycliques a également fourni des résultats analogues

– si on considère l’expression anisotrope (9) deL on voit que par rapport à la solution élastique e
réduit fortement le module dans la « direction d’écoulement » (donnée parE) en remplaçantµ par γ . Au
contraire c’est toujours le module élastique de cisaillement qui intervient dans la « direction orthogonF .
L’isotropisation utilisée ici revient à assouplir de façon identique cette direction orthogonale pour le
linéaire de comparaison. L’interaction entre particule et matrice, impliquant tous les modules d’élast
par sa nature multiaxiale, est alors beaucoup plus souple et conduit à une déformation plus important
matrice [21] ;

– cet assouplissement local peut être justifié intuitivement par le caractère multiaxial de l’interaction, con
ainsi à un état local non nécessairement proportionnel au chargement moyen de la matrice. Cela
écoulement de cette dernière selon des directions qui ne sont pas proportionnelles à l’écoulement mo
n’y a donc pas de raison pour n’assouplir que la direction associée à l’écoulement moyen [21].

En suivant cette dernière remarque, on peut finalement considérer que la forme « anisotrope » c
conduisant à la raideur globale la plus élevée, n’est pas plus satisfaisante que la forme « isotrope
possible que de meilleurs compromis puissent être cherchés, de façon plus ou moins phénoménologi
des isotropisations intermédiaires [11], permettant de réduire le module pour la direction orthogonaleF mais de le
réduire moins pour la direction d’écoulementE .

Une autre possibilité serait, sous l’hypothèse du chargement proportionnel, de remplacer localeme
élastoplastique par une loi élastique non linéaire (théorie de la déformation), ce qui permettrait une linéa
tangente dans laquelle c’est le module sécantµs qui interviendrait pour la direction orthogonaleF , avec
γ < µs < µ. Notons que, dans ce cas, la formulation resterait anisotrope (donc plus coûteuse) mais
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permettrait ainsi de conserver la dépendance vis-à-vis du troisième invariant, traduisant par exemple une d
de comportement entre des chargements de traction simple et de cisaillement pur. L’inconvénient d’u
démarche est qu’elle limite l’application au cas des chargements monotones. De plus, pour une loi élasto
quelconque, elle nécessite un procédé d’identification pour la remplacer par une loi d’élasticité non linéa
le voisinage de l’état moyen de référence.
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