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Abstract

We present in this paper a domain decomposition method to treat faults in geological basin modeling. The particularity of this
model is that the faults whose widths are very small in comparison with the basin size, are not characterized as subdomains any
more but as interfaces between sedimentary blocks. The originality of this work lies in the formulation of this new fault model
and in the definition and the computation of the interface conditions between the subddfoaitsthisarticle: E. Flauraud
etal., C. R. Mecanique 331 (2003).
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Résumé

Application d’une méthode de décomposition de domaine pour un modéle asymptotique de faille géologique. Nous
présentons dans cet article une méthode de décomposition de domaine afin de prendre en compte les failles dans les modéles
de bassin sédimentaire. La particularité de ce modele est que les failles, du fait de leurs faibles épaisseurs par rapport aux
dimensions du bassin, ne sont plus caractérisées comme des sous domaines mais comme des interfaces entre les blocs.
L'originalité de ce travail réside dans la formulation de ce nouveau modeéle de faille ainsi que dans la définition et le calcul
des conditions de raccord entre les sous domakPas. citer cet article: E. Flauraud et al., C. R. Mecanique 331 (2003).
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Introduction
La modélisation de bassins consiste a reconstruire au cours des temps géologiques la formation et I'évolution
d’'un bassin sédimentaire afin d’en prédire les quantités éventuelles d’hydrocarbure accumulées dans les réservoirs.
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Cette modélisation prend en compte le dépét, la compaction et I'érosion des sédiments ainsi que les transferts
thermiques, la genése et la migration des hydrocarbures. De récentes évolutions dans les simulateurs de bassin
ont permis le traitement de discontinuités géologiques telles que les failles. La particularité des failles est qu’elles
subdivisent le bassin en plusieurs blocs sédimentaires qui peuvent ainsi glisser les uns par rapport aux autres. Dans
une premiere approche, nous avons considéré les failles comme des sous domaines avec leurs propres propriétés
géologiques (une porosité constante, des perméabilités qui varient en temps et en espace,...). Cependant compte
tenu de la faible épaisseur des failles par rapport a la taille du bassin, nous avons étudié une autre approche
ou les failles ne sont plus caractérisées comme des sous domaines, mais comme des interfaces entre les blocs
sédimentaires. Dans les deux approches, afin de résoudre les équations du modéle dans de telles configurations,
nous utilisons des méthodes de décomposition de domaine.

Cet article est organisé de la fagon suivante. Dans une premiére partie, nous détaillons le nouveau modéle de
faille dans un cas simplifié. Dans une seconde partie nous présentons la méthode de décomposition de domaine et
nous terminons par quelques résultats numériques.

Le nouveau modéle de faille

Nous partons d’'une géométrie trés simple. En effet, nous considérons un bassihcwtgosé de deux blocs
sédimentaires2; et 2o séparés par une faille vertical®y (2 = £21 U 25 U §22). Nous supposons que chacun
des blocs est constitué d’une superposition de couches sédimentaires de natures lithologiques différentes (Fig. 1).
Les équations mathématiques qui gouvernent un écoulement monophasique en milieu poreux sont I'équation de
conservation de la masse couplée avec la loi de Darcy. Considérant la faille comme un milieu poreux mais dont la
porosité reste constante au cours du temps, la premiére approche revient a résoudre une équation parabolique dans
les blocs et une équation elliptique dans la faille. En assurant la continuité des pressions et des flux aux interfaces
blocs/faille, nous obtenons le systéme (1) auquel on ajoute une condition de Difighdeir 952, une condition
de Neumann homogéne sy = 9£2/92p et une condition initiale dan®1 et £22.

A présent, on souhaite construire un nouveau modéle ou la faille est caractérisée comme une interface entre les
blocs 2y — I'y). Afin d’obtenir ce nouveau modele, on integre dans un premier temps, I'équation de conservation
dans I'épaisseur de la faille, et en utilisant la continuité des flux aux interfaces blocs/faille, nous obtenons I'Eq. (3)
sur I'y. Par la suite, nous utilisons des développements de Taylor de la pression dans la direction perpendiculaire
a la faille. En faisant intervenir de nouveau la continuité des pressions et des flux entres les blocs et la faille, nous
obtenons les conditions de raccord (4) et (5), qui relient la pression de la faille a la pression des blocs. Finalement
en regroupant ces nouvelles équations avec I'équation de conservation dans les blocs, nous obtenons le systeme (6).

Théoréme 0.1. Etant donnée la condition de DirichlePp dans L2(0, T; HY/2+5(382p)) avecs > 0 et en
supposant que les parametres physiqdes porosités, I'épaisseur de la faille et les perméabijitédrifient les
hypotheseéH-1) et (H-2), alors le systémé) admet une unigque solution.

La démonstration compléte de ce théoréme est donnée dans [3].

Méthode de décomposition de Domaine (MDD)
Afin de résoudre le systeme (6), nous discrétisons les dérivées en temps a I'aide d’'un schéma d’Euler implicite
et a chaque pas de temps le systéme linéaire ainsi obtenu est résolu par une méthode de décomposition de domaine.
Il nous reste donc a définir des conditions de raccordjuentres2; et 2, mais compte tenu de la particularite
de Iy qui est associée a la faille, nous procédons en deux étapes :
La premiére étape consiste a revenir au premier modéle (1) ou la faille est caractérisée comme un sous
domaines2; et de définir une partition d& en deux sous domaines avec recouvremeft= 215 U 22y
aveciy = 21U Q27 et 2pp = 22U 27, 01 2} = 2% = 2. Associé a cette nouvelle décompositionsde
on duplique lnconnueP; : P} dans2} et P7 dans2% et on note(P;, P}) I'ensemble des inconnues dans
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£2;¢, i =1, 2. Onintroduit ensuite les conditions de type Robin sur les interfa@esN 92, = aQ; Nas2; avec
i,j=l2eti#j f—i—Uwf(Pf) ngi=o;P Uw (Pj)-nj.
La seconde étape, vise a se ramener au second modéle de faille en falsam?l;emelml"; et ainsi transformer

les conditions de Robin précédentes en des conditions d'interfaceBisuPour cela, il suffit d'utiliser les
approximations faites précédemment (i.e., intégration dans I'épaisseur de la faille et développements de Taylor)
et nous obtenons les conditions de raccord suivantels‘j’,spouri =12:

,BiP} - (7wi -1 +dydiv, l}wf (P;) = ,BiP; + (7wj vy

En notant & présent’;, P’) I'ensemble des inconnues dafs; = £2; U F’ et parl;(P;, P! )_ fi 'ensemble
des équations a résoudre damg I'algorithme de Schwarz additif conS|ste en (9). Cet algorlthme qui revient a
résoudre le probléme d’interface par une méthode de Jacobi peut étre remplacé par une méthode plus rapide telle
gue BICGSTAB.

Quant aux coefficients de Robigy, ils sont déterminés en calculant le taux de convergeriéeg) de
I'algorithme de Schwarz additif dans I'espace de Foug¢f%]. Dans le cas ou les deux blocs sont homogénes et
de méme nature, on remarque, comme pour les méthodes avec recouvremer¥, flie: 1 pour toutt € R et
© — 0 lorsqueg tend vers l'infini (hautes fréquences). Aussi, nous avons choisi comme premiére approximation
une approximation basses fréquences c’est-a-dire en choisissgntiieannulentr pouré = 0. Ce résultat est
ensuite généralisé au cas ou les blocs sont de nature différente.

Résultats numériques

Pour réaliser les tests numériques, nous discrétisons les équations par une méthode de volumes finis sur des
grilles cartésiennes [4]. A noter que dans le premier modéle (1), la faille est discrétisée par une seule rangée de
maille et il est facile de montrer que les deux modeles discrets sont équivalents et donnent la méme solution
numeérique. Par ailleurs, chacun des blocs est constitué d’'une alternance de couches sédimentaires de perméabilié
K1 etK» tels queK1/K» < 1073, Quant & la faille, sa perméabilité est constantk gt- K;, i =1, 2, lorsqu’elle
est perméable eKr < K;, i = 1,2, lorsqu’elle est imperméable. Dans le Tableau 1, on donne le nombre
d’itérations des algorithmes de Schwarz et BICGSTAB pour les deux modéles de faille. On note que le nouveau
modéle est nettement plus performant que le premier modéle. Ces résultats s’expliquent d’'une part par le fait que
le nombre d’'inconnues est deux fois moins important dans le nouveau modéle et d’autre part il est montré dans [3]
que le systeme d’'interface associé au nouveau modeéle de faille est bien conditionné.

1. Introduction

Basin modeling aims at reconstructing the time evolution of a sedimentary basin in order to make quantitative
predictions of geological phenomena leading to oil accumulations. It accounts for porous medium deposit and
compaction, heat transfer, hydrocarbon formation and migration. Recent evolutions of basin simulators have
contributed to improve the treatment of geological discontinuities such as faults. The faults divide the basin into
blocks which slide between themselves. In a first approach the faults are considered as subdomains with their own
geological properties (constant porosity, time- and space-dependent permeability,...). However, because of the very
small width of the faults in comparison with the size of the basin we have also studied another approach where
the faults are characterized as interfaces between blocks. In both cases we use Domain Decomposition Methods
(DDM) in order to solve the equations on these complex geometries.

This paper is organized as follows. We first describe the mathematical formulation of the new fault model in a
simplified case. Next, the domain decomposition method is presented. Finally, numerical results are shown.
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2. Thenew fault model

We start from a very simple geometry. Indeed, we consider a basin sloteinposed of two rectangular blocks
£21; and 2, separated by a vertical faulz; (£2 = 21 U £2r U £22) (Fig. 1). The blocks are composed of layers
of different lithology. The equations that govern an incompressible flow in porous media are mass conservation
coupled with Darcy’s law. The fault is considered as a porous medium, but whose porosity is stationnary (i.e.,
99 — 0). Then the first approach leads to a parabolic equation in each block and an elliptic equation in the fault. In

a1
addition we enforce continuity of pressures and fluxes on the interfaces between the fault and the blocks:

P,

b+ div(U, (P1)) =0 in$2; x[0,T1, i =1,2
div(Uy, (Pp)) =0 in2; x [0, T], 1)
Pi =Py ond;Nay x[0,T], i=12
Uwi-ﬁiZ—Uwf~ﬁf onos2;Nas2y x[0,T],i=12
where P; and ﬁw,- = —Kﬁ(Pi —pgz), i =12, f,arethe pressure and the Darcy velocity in the subdomain

£2;, n; is the outward unit normal of$2;, ¢, the compressibility of the porous mediugmthe fluid density and
K; the intrinsic permeability tensor of the porous medium. We denot&by the top of the basin where a time
and space dependent Dirichlet boundary condition n®gds set and 2y denotes the other part 652 where a
homogeneous Neumann condition is set. An initial presgyiis given in the blocks2; and $2».

Using the small width of the fault s, we now derive from (1) a new model. So we introduce a small parameter
e =dr/2 and we denote by the coordinate of the middle of the fault such that theoordinate of a point
in the fault varies injx — ¢, x + ¢[. To obtain a formulation in which the fault is considered as an interface
(2y = I'r & [x — e, x + ] — {x}) (Fig. 1), we first integrate the conservation equationover its widthd 7

X+e X+e X+e

/divﬁwf(x,z)dxz / div; Uy, (x, 2) dx + / divy Uy, (x,2) dx =0
X—e X—¢ X—e

X+e
/ div, f]wf(x,z) dx + Z}wf(i +e,2)-np2+ l_jwf(i —¢e,2)-np1=0 2

Fig. 1. Characterization of the fault as an interface.

Fig. 1. Caractérisation de la faille comme une interface.
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Using the fluxes continuity on the interfacé®; N 92 (i.e., onx = ¥ + (—1)'¢) and approximating the integral
of div, Uy, (x, ) by its average value, we obtain the following one-dimensional equatidryon
dpdiv, (U, (%,2)) = Uny - iz + Uuy - i1 (3)

-

whereU,, = —K s V.(Py — pgz) is the fault tangential flux, di\U) = V(U - %) - Z andV_ P = 2z, In addition,
to obtain new pressure connection conditions between the blocks and the fault, we use a Taylor expansion in the
normal direction to the fault in the vicinity of:

PR, 2) = Py — Pra 2
(X, 2) = Pr(x 8,Z)+eax (x —e&,2) +0(e%)
_ _ & - _ N
Py(%,2) = Pr(E —&,2) + U, (F — ,2) i1+ 0(e%)
f

dy

Pp(X,2) = Py(¥ — £,2) — Uy, (X — £,2) - 711 + 0(£?) 4)
2Kf
In the same way, we have
. . df = 5 2
Pf(x,z)=P2(x+8,z)—ﬁUwz(er&z)'anrO(s ) (5)
f

Finally, we obtain the following new system:
P,

¢ ati +div(Uy, (P)) =0 inQ; x[0,T], i=1,2 (E-1)

dy din((-jwf(Pf)) =Uy, -fig+ Uy, -1z ONTy x [0, 7] (E-2) ©)
ds -

Pr=P; — 4y Uy, oy onrl’y x [0,7T],i=1,2 (E-3)

2Kf
with the boundary conditions 0i2p andad 2y and with the initial conditionirf2;, i =1, 2.

Theorem 2.1. GivenPp € L%(0, T; HY?5(3$2p)) with s > 0and assume that,, df andK;, i = 1,2, f satisfy
the following assumptions

(H-1) ¢, > 0anddy > 0O;
(H-2) K; e L*(£2)), i =1,2, Ky € L*°(I'y) and there exist two constanis 8 > 0 such thatd <o < K; < B8
fori=1,2, f

then the systert6) has an unique solution ifV (0, T; H1(£21), (H1(£21))") x W(O, T; HY($22), (HX(£22))) x
L%(0,T; HY(I'y)), where

W(0,T; HY (20, (HN(2)))
d /
= {(p:]O, T[x 2; — R| g€ L0, T; HY(£2;)) N C([0, T1; L*(£2))), d—‘f e L%(0, T; (HY(£2))) )}
The complete proof of this theorem is given in [3] and it is based on the J.-L. Lions theorem for parabolic
equations [2].

Remark 1. This new fault model (6) is more accurate than the corresponding large fractures model developed in [1]
where the pressure connection conditions are only the first order pressure continui®y &&y onI'y, i =1, 2).
In addition it is able to model the complete range from impervious and pervious faults.
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3. Domain Decomposition Method (DDM)

We use an implicit Euler scheme for time discretization of (6) and we want to solve at each time step the
linear system using DDM. Then we have to define some interface conditionSyobetweens2; and £25.
To obtain these interface conditions, we first come back to the first model (1) and we consid&r that
partitioned into two overlapping subdomairs y = 21 U .Ql and 227 = 2, U .Qf, where.Q} = .Q% = Q7.
With this new partition of$2, we split into two parts the unknowﬁf P} in Q% and PZ in 2%, and we
denote by(P;, Pl) the set of unknowns i2;s. Now, we introduce Robin— Robln type mterface conditions on

082y N 082 = H.Qf Nas2;, i,j=12andi #j

o P+ U, (P}) it pj = o Py — Uy (P)) - i 7)

whereqy; are negative parameters to be chosen. In a second time, to achieve interface condiﬂjb(@_t;n» FJ’;),
we replace the traces @Fr andP; on 852"’. Na£2; by the Taylor expansions (E-3) of (6) and repla};@. (P;.) T g
using (E-2) of (6) and we obtain dﬁ;, i,j=12andi #j:

Bi Pl — U, -iii +d g div; Uy, (P}) = ,siPJ{ + Uy, - i, (8)

with g; = —a; (1 — a,-df/Kf)*l > 0 (see [3] for more details).
Now (P;, P}) is the set of unknowns iW;y = £2; U F} and we denote by; (P;, P’) fi the set of equations
(E-1) and (E-3) of (6) inf2;s. The Additive Schwarz Method (ASM) consists in

Algorithm (P.O, Pi’o) are given in2;¢ for i = 1, 2. At the iteration(k + 1) solve

{E (Pk+1 pi: k+1) 7 in Qi

. R ~ ik ks ]
g; Pkt Uﬁl i+ dy div, Uwf(P;k+1)=5,.p}, +U{j}j.n,~, onry

that corresponds to a Jacobi algorithm to solve the interface problem. Then, in order to speed up the convergence
of the DDM, we can replace this Jacobi method by a Krylov method such as BICGSTAB.

The Robin coefficients;: To compute theg;, we first consider thak; = K> # Ky theng1 = > = g and we
compute the corresponding convergence tdte 8) of the ASM in the Fourier spacé&) (see [5]). In this case,
we note thatr (£, 8) < 1 for all ¢ € R andt — 0 asé¢ tends to infinity that corresponds to the high frequencies.
Then as first approximation we have chogesuch thatr = 0 for &£ =0 (i.e., low frequencies). In a second step
we extend this approximation to the general case wiarg K> to obtain the values @8;, i =1, 2.

(9)

4, Numerical results

To perform the numerical tests, we discretize the equations using a cell centered finite volume scheme on regular
Cartesian grids [4]. Let us notice that because of the fault discretization with a single row of cells in (1), the two
discrete models are equivalent and give the same numerical solution. Finally, each block is composed of two kind
of geologic layers of permeabiliti(; or K» such thatk;/K» < 103, and we suppose that the permeability of
the fault K¢ is constant such thak; > K;, i = 1,2, when it is pervious an& r < K;, i = 1,2, when it is
impervious.

For each test, we reportin Table 1 the number of iterations of ASM and BICGSTAB, and we compatre the results
obtained with the old model (1) using Robin type interface conditions with the new fault model (6).

We first notice the good behaviour of the new model in comparison with the old model. Indeed, on one hand
in the new model there are twice less interface unknowns and on the other hand the interface system has a better
condition number than in the old model (see [3]). The choicg;afs an approximation of low frequencies seems
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Table 1
Number of iteration of DDM

Tableau 1
Nombre d'itérations des méthodes de décomposition de domaine

Test Iteration number
ASM BICGSTAB
Old model New model Old model New model
Pervious fault 327 12 23 5
Impervious fault 40 19 18 9

to be sufficient to obtain a reasonable number of iterations. Finally, one can see that the BICGSTAB method is

always faster than the ASM, because the Krylov methods are in general less sensitive to the Robin coefficients
value (see [9]).
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