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Résumé

L'application a I'analyse expérimentale de I'approximation polytropique reliant les grandeurs d'état, est explicitée. Une
méthode de détermination de I'exposant polytropiguévariable mais non fluctuant) en chaque point de I'écoulement est
donnée. Cette approximation permet de générer des signaux représentatifs des grandeurs fluctuantes, comme la pression ou la
masse volumique. Le probléme de la mesure pour les gaz chauffés, des termes des équations écrites en moyennes de Favre, est
ainsi quasiment résolu : La mesuredpermet la détermination par I'expérience des termes cruciaux comme les flux turbulents
de masse et de quantité de mouvement, et les presso corrélRbansiter cet article: C. Rey, S. Benjeddou, C. R. Mecanique
332 (2004).
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Abstract

Application of the polytropic approximation to turbulence statistics using Favre averaging.The application of the
polytropic approximation connecting the quantities of corresponding state, to experimental analysis, is clarified. A method of
polytropic determination of the exponept(variable but non-fluctuating) in each point of the flow is given. This approximation
makes it possible the generation of representative signals of fluctuating quantities, like pressure or density. For heated gases,
the problem of measurement of the equations terms written with Favre averaging is thus almost solved. Then, measurement
of x allows the determination by the experiment of crucial terms like turbulent fluxes of mass and momentum, and presso
correlation.To cite thisarticle: C. Rey, S. Benjeddou, C. R. Mecanique 332 (2004).
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Abridged English version

Heated gas flows with variable density pose the problem of measurement of the instantaneous quantities as
mass volume or pressure. Indeed both terms related to density and to pressure fluctuations are unknown, as well
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the coupling of the two effects. Their measurements are not directly realisable, or their values are not deductible
from a balance. Concerning the numerical simulation of variable density flow, the codes use statistical description in
mass weighted averaging (Favre averaging), which cannot be directly validated by experiments. It is thus necessary
to build an experimental procedure in order to approach the main turbulent terms and close Favre averaging balance
equations. In particular, the modelling of the pressure-correlations, whose writing is the same in Reynolds or Favre
averaging, is fundamental to well describe the physics of the flow. The measurement of these terms could provide
very significant improvements of the simulations.

The polytropic approximation is a good way to manage with these questions. We propose to represent all
thermodynamic real transformations by a succession of elementary polytropic transformations whose exponent
is adjusted (thus variable), so that the sum well represents the real transformation. The polytropic exp®aent
new variable, changing in time and space; that leads to proceed to a change of variable resulting from this polytropic
writing of the relation between state quantitigs p, ) and based on the polytropic expongnt Then system
(P, p) is replace with ¢, T) and the approximation consists in the hypothesis fhiat not fluctuating within the
meaning of the statistical properties of turbulence.

We show that the new variablg can be directly deduced from both measurements of the mean pressure
and temperature, and from the measurements of the variance of the temperature fluctuations (second order
approximation). The accuracy on this coefficient is significant and therefore, the valyesabt be checked
using the energy equation.

Once the field ofy is determined in experiments, the polytropical modelling relations allow a good estimate of
Favre averaging. Now, we can easily deduce the expression of pressure fluctuation according to the first and second
order temperature fluctuation. In the same way, the application to density permits us to deduce the instantaneous
values of density. Theses relations give a way to determine pressure correlations and turbulent mass fluxes using
classical measurements, with data based on centred fluctuating quantities (i.e., Reynolds averaging). Therefore,
all the terms in the equations using Favre averaging become experimentally reachable, and second order mass-
weighted model can be well tested. The closure of Favre average modelling equations can be tested to the second
order, improving the role of compressibility effect for strongly heated subsonic gas flows (mixed convection).

The approximation suggested for the analysis of the heated gas flows, makes that possible to take into account all
the mechanisms of transfers, without prejudging their weight, through the estimate in each point of a new variable
x that is a local polytropic ratio. Restrictive assumption as this variable is non-fluctuating, can be justified because
it is a physical property qualifying the transfers and that does not generate turbulent flow. The groundwork of the
flow analysis is thus improved relatively with that established using Boussinesqg approximations. This new approxi-
mation makes that possible, either to generate signals of the fluctuating quantities (inaccessible to measurement),
like pressure or density, or to generate the correspondent terms of the evolution equations for the turbulent fields
speed and temperature and whose modelling becomes conventional. The problem of calibration of the numerical
simulation codes using Favre averaging, is thus almost solved, since the polytropic expomeasurable and is
led to the determination by the experiment of the crucial terms like turbulent flows and the pressure correlations.

1. Introduction

Les écoulements de gaz a volume variable par effet thermique posent le probléme de la mesure des grandeurs
guasi-instantanées du volume massique et de la pression. Les capteurs doivent étre sensibles et rapides.

Sur le plan expérimental, I'écriture du bilan théorique permet de déduire du bilan un terme non mesurable, s'il
est isolé, ce qui est généralement possible pour les fluides incompressibles ou faiblement dilatables ou encore les
mélanges isothermes de gaz dont on sait mesurer la masse volumique [1-4].

Dans le cas qui nous intéresse, nous ne connaissons ni les termes liés a la masse volumique instantanée, ni ceux
liés a la pression instantanée, ni le couplage des deux effets. Leur mesure n’est pas réalisable, il y a trop de termes
a déduire du bilan.
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Sur le plan de la simulation numérique des écoulements a densité variable, les codes RANS utilisent la
description statistique en variable aléatoire non centrée, pondérée par la masse, dite moyenne de Favre [4-6].
La modélisation en moyenne de Favre est souvent validée pour les gaz chauffés a partir de mesures réalisées
en moyenne classique de Reynolds. Il est donc nécessaire de disposer d’'une procédure expérimentale [7,8]
permettant d’approcher les grandeurs turbulentes indispensables pour valider un bilan écrit en moyenne de Favre.
En particulier la modélisation des presso-correlations dont I'écriture est la méme quelque soit la décomposition
statistique, est fondamentale pour une prise en compte correcte de la physique de I'écoulement. L'accés a la mesure
de ces termes peut apporter des améliorations trés significatives de la simulation.

L'approximation polytropique [9] apporte une réponse : On suppose qu'il existe une grgnadruorisant
un changement de variable issue d’'une écriture polytropique des relations entre les grandeurB/dgtat
(p/pref) X, dont I'exposant polytropiqug est supposé ne pas étre fluctuant au sens des propriétés statistiques de la
turbulence. Cette nouvelle approximation, dite approximation polytropique conduit a de nombreux développements
a caracteres généraux et I'application présentée ici en est une présentation restrictive.

2. Procédure expérimentale de mesure de I'exposant polytropique

On montre quey peut étre déduit directement des mesures des grandeurs moyennes de pression et de
température, par approximation au second ordre des fluctuations :
Siv =¥ + v’ représente une grandeur d'état P ou T, alors :

o~ 7\ v AV v
Ln<E) _ Ln($> + Ln(E) = Ln<1+ ?> + LH(E) ~ T 202 + LH<E) Q)

I'application a la pression et a la température donne(1) :

P X T
Ln{ — | =——1Ln[ —
<Pa) x—1 <Ta)

soit au second ordre :

p/ p/2 F X o’ 9/2 T
P22 (Pa —I\T ;2 T"\7; (2)

et pour les valeurs moyennes, en négligeant le second ordre en pression :

P T 62
(7)) )
P, x—1 T, 2(x — 1T?
Alors la valeur dey est déterminée a partir de I'équation du second degré :
P T 672
—-02n({— ) —x(x-DLnl =) —x=—= =0 3
(x—=1 (Pa> x(x =1 (Ta) X572 ®3)
dont on retient a priori la valeur la plus proche de :

55/ () ~4o()

La précision sur la détermination de ce coefficient est importante, aussi les valeudodent étre vérifies par
les bilans moyens et en particulier le bilan d’énergie interne écrit en termes accessibles a la mesure. Pour cela on
écrit I'équation d’énergie en termes de température en faisant apparaitre les flux de chaleur :

aT

E+o|iv(T(7)+(y —2TdivU =ay V3T (4)
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Le terme lié a la divergence de la vitesse est déduit de I'équation de continuitély :

In(T/T,)\ U-g 1 T\ d
d'VU___( -1 >_ T, (12 '”(E)EX

- T, (8 (T T 17U -3 TInNT/T, .
Tdivl = — ( < >+d|( U))—X v.g, Thaj ) . grady
Yy —

x—2 Ta x—2yrla,  (x—-D(x-2
Aprés substitution dans (4) il vient :
aT 2(0 TU
— TU) — —— T+T,
Py + div( U) = 2( + d|v< T ))
¢ =2(x-DTU-§  TIn(T/T,)U -grady

x—-2 yrily x—D(x -2
ou en grandeurs moyennes :

-2 V)-8 y 2 Tln(i)U gradx_on/
yr T, x=—»kx-1 Ta
Tous les termes de cette équation sont mesurables, ce qui permet de préciser la valeur en tout point de I'exposant
polytropiquey .
On note qu'il faut développer les termes moyennés (pour la réalisabilité expérimentale, les fluctuations sont des
variables aléatoires centrées) :

:ayVZT

o . —= -2 o=
5T +div(TU) — - veT (5)

TU=TU + 07
et écrire au second ordre :

TIn<T>(7” <Inf o 9/3)—1—9’ /(1+In T)

T.) 272 273 T,

Cas particuliers. Outre les cas triviauy = y (adiabatique) oy = 1 (isotherme), I'Eq. (5) ne permet pas une
vérification expérimentale fiable g est constant. On montre que dans ce cas, une détermination précise peut
étre apportée par la mesure des grandeurs turbulentes liées a la température jusqu’au troisieme ordre, ou par
approximation quasi-incompressible par I'équation de la dynamique :

o = = T-T, Tu grae( T =
W—l—dlv(U@U)—UdlvU:—( - “)g ] o( >+VAU
a

En effet Pavageau et al. [7] ont montré expérimentalemeandiaU était négligeable pour la dynamique en
convection naturelle, on peut donc considérer que ce terme n'’intervient pratiquement pas pour le galsukde
est constant.

3. Exploitation pour la génération expérimentale de signaux de fluctuations de pression et de masse
volumique

L'approximation polytropique permet, a partir de I'acquisition expérimentale de signaux de température, la
construction de signaux représentatifs des fluctuations de masse volumique et de pression, soit directement (ce
qui est tres difficile compte tenu des valeurs élevées des composantes continues), soit par linéarisation au second
ordre (1) :

On déduit aisément de I'Eq. (2) I'expression de la fluctuation de pression en fonction de la fluctuation de
température, connaissant
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v o 0/ X 9’2 _ 972 ©)
P x—-1T 2x-1? T2
de méme, I'application a la masse volumique donne :
1 T
()= oo )
Pa x—1 T,
soit au second ordre :
/ 12 = 1 o’ 9/2 T
Ln<ﬁ> ~ pT - ,0__2 + Ln<ﬁ> R —(= - — +Ln<—))
Pa o 2p Pa x—1\T 27172 T,
avec
T p\*Y —2) p2 —2) 672
:“(ﬁ) %exp(—up_—z> %exp(—ur) (7)
T \ pa 2x -1 p 20x -1 T?

Il est évident que la valeuy = 1 est exclue, puisqu’elle représente le cas isotherme. La fluctuation de masse
volumique est alors donnée par :

o' 1 0 x-2 02-¢2

p x—1T 2(x—-12 T2
Remarque concernant la fluctuation de volume spécifique :

%

(8)

/ 1 ¢ X 02-67
A — =+ —
x—1T  2(x -2 T2
vérifie bien que la fluctuation de volume massique n’est pas proportionnelle a la fluctuation de masse volumique.

<

<l

4. Application a la mesure des termes des équations statistiques de bilan écrites en moyenne de Favre

Une fois déterminé expérimentalement le champ dies relations (3) et (8) permettent une bonne estimation
des moyennes statistiques non centrées pondérées par la masse, dites moyennes de Favre.

4.1. Grandeurs moyennes

Soit ¥ la grandeur physique concernée (principalem&nt Uouw = T), sa décomposition en grandeur
moyenne et en grandeur fluctuante s’écrit dans la description de Favre :
v =y +y" avecy” #0
soit d'apres (8)

1 0y x-2 0%
o x—1T 2(x — 12 T2
ety” =¥ — ¥ ol p’ ety sont mesurés en moyennes centrées dites moyennes de Reynolds.

4.2. Fluxturbulents

Sachant quey” = v’ + ¥ ety” = —2¥ e flux turbulent de la grandeyr écrit en moyenne de Favre, peut
étre estimé a partir des mesures en statistiques centrées suivant :

P = i~
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soit

o a7
u'y" = pu"y

— -2 92 1 0uy T ——
;M/w/(l_i_zx ) ul/f X ul/f _M//I/f//

x-1272) " x-1 T  2x-12 T2
Si la grandeur physiqué& est mesurableﬁ( ou T) alors tous les termes écrits ci-dessus sont mesurables et le flux
turbulent de la grandeur est accessible par I'estimation au préalable de I'exposant
4.3. Presso corrélations

Le terme qui apparait naturellement lors de I'écriture des équations du second ordre est de {d fpatie’ =
T, are
y’gradp’ , alors en utilisant (6) :

y'gradp’ = y"gradp’ = —*—y’ tﬁfd{ a <1 + L) }
x—1 T 20x — )T
Cette relation permet une détermination expérimentale des termes de presso corrélation, extrémement précieuse

pour le contrle comportemental des modeéles et leur calage.

5. Conclusion

L'approximation proposée pour I'analyse des écoulements de gaz chauffés, permet de prendre en compte tous
les mécanismes de transferts, sans préjuger de leur poids, a travers I'estimation en chaque point de I'exposant
polytropique correspondant. L'hypothése restrictive est que cet exposant est non fluctuant, c’est une propriété
physique qualifiant les transferts et qui ne génére pas de flux turbulent. Le canevas d’analyse des écoulements
est donc amélioré relativement a celui établi sur la base des approximations de Boussinesq. Cette nouvelle
approximation permet soit de générer des signaux représentatifs des grandeurs fluctuantes inaccessibles a la
mesure, comme la pression ou la masse volumique, soit de générer de nouveaux termes des équations d’évolution
des champs turbulents de vitesse et de température et dont la modélisation est conventionnelle. Le probléeme de
« calage » des codes numériques utilisant les moyennes de Favre, est ainsi quasiment résolu, puisque I'exposant
polytropiquey est mesurable et conduit & la détermination par I'expérience des termes cruciaux comme les flux
turbulents et les presso corrélations.
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