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Résumé

A basse vitesse, les mouvements premiers sont réalisables dans tous les matériaux dont le comportement approche un modéle
rhéologique linéaire des plus généraux. Les célébres théorémes d’Appell, Cauchy, Helmholtz, Kelvin sont caractéristiques des
mouvements premiers. Le théoreme de Bernoulli admet, lui, quatre extensions. Enfin, le théoreme de Helmholtz—Rayleigh sur
la dissipation est converti en une définition des mouvements premiers parmi d’&atresiter cet article: M. Bouthier, C. R.
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Abstract

Spaces of universal flows, part 2At small velocities, every universal motion can be performed in a fluid whenever the
constitutive equation approaches a most general linear model. Both the celebrate theorems of Appell, Cauchy, Helmholtz,
Kelvin hold true when dealing with the universal motions. Here the theorem of Bernoulli admits four generalisations. At last,
the Helmholtz—Rayleigh theorem about dissipation may be regarded as defining the universal rmotaiesthis article:
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A défaut d’universelle, la polyvalence des mouvements premiers est exceptionnelle : la Section 1 nous montre
gu'a basse vitesse ils sont (aussi) réalisables dans la plupart des matériaux usuels. Quant a la Section 2, elle établit
gu'au regard de nombreuses propriétés, la similitude des mouvements premiers et des écoulements potentiels est
patente, générique.

1. Les mouvements premiers sont réalisables dans tout matériau « viscoélastique linéairement »

Un mouvement isochore de vitessest de vorticitéw = rotu est dit « controllable », « universal», ou premier
Si
), + rot(w Au) =0, Aw =0, divu =0 Q)

Les symboles\, div, V représenteront le laplacien, la divergence et le gradient. Si les forces massiques dérivent
d'un potentiel noté&, etsip, p, pT désignent la pression, la masse volumique et le déviateur des contraintes, les
mouvements d’un fluide homogéne incompressible sont régis par
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. . N 1
U, +oAru+Vh=dvT, divu=0, OUhEpp_l+g+§u2 (2)

Référons-nous maintenant a la présentation générale des milieux viscoélastiques [1]. Sous hypothése d’'incompres-
sibilité, supposons la déformatidh= Vu + V'u indépendante dg, et considérons la loi de comportement

M

N .
o'T o'D R
ZA,» : :Z“i—" ol X, o; sont des constantes ©)
i 0 o

Bien que ce modele linéaire viole souvent le principe d’objectivité, il couvre cependant les fluides newtoniens, les
milieux élastiques classiques et moult rhéologies anciennes encore usitées en unidimensionnel. Pour notre propos,
retenons gu'ilrefléte le comportement a basse vitesse de nombreux fiNtéesvell, Oldroyd, Rivlin—Ericksen,
Walters .. .), ainsi que de nombreux autres matériaux lors de petits déplacements a partir d'un état naturel
(hypoélasticité, élasticité finje. .). Regardons par exemple la loi de comporten¥femtAsT /6t = vD + 18D /5t

d’un fluide de type mixte (Oldroyd-B). On a poséédi /8t = T} +u'dT /dx' + T -Vu +V'u - T', o0u?, u?, u®

sont les composantes dedans un systeme de coordonnées orthonorm&es?, x3. Quand le mouvement est
lent, u et Vu sont petits devant 1, et une bonne approximation de la loiBera T}, = vD + a1 D)}, cas particulier

de (3) correspondant® =1, Ao=1, A1 =A, N =1, agp =v. De méme, on pourra montrer que les mouvements
lents de fluides de Rivlin—Ericksen d’ordiequelconque obéissent & (3) avdlc=0, Ao =1, N = N. Puisqu’en
incompressible di = Au, I'élimination deT entre (2) et (3) fournit I'équation du mouvement

M ; N ;
0'(u, +wAu+Vh) d'(Au)
I R @
4 ar! ar!
i=0 i=0
On en déduit immédiatement I'équation au tourbillon
M ; N ;
0'[w, +rot(w A u)] ' (Aw)
Y= ®
i=0 i=0
Oou encore mieux
M ; N ;
¥ (@) 3 (Aw)
Z)Li ot Zai ot ©
i=0 i=0

ou nous omettons les termes quadratiques négligeables a basses vitesse. La théorie de Stokes est ainsi parfaitement
prolongée en viscoélasticité. Il est évident qu'aldtapres(5) les mouvements premiers sont réalisables dans tout
matériau dont le comportement obéi{3, voire de surcroifsi leur vorticité est stationnaire, qu'ils satisfo(®),
généralisation de I'équation de Stokes pour les fluides viscoélastijotsns que, si les effets de compressibilité
sont négligeables, les équations de I'élasticité classique s'écrivent (aprés dériutienyo *Au — Vg, n
étant un coefficient de Lamé. L'élimination des forces massiques foubtjira up~LAw, cas limite de (6). Par
suite, les mouvements premiers tels @éde/d:° = 0 vérifieront les équations de I'élasticité, et ce sont les seuls
mouvements premiers a posséder cette propriété.

Pour les mouvements obéissant a (5), les coupes paralléles aux écoulements potentiels sont conformément a [2]
définies par

Y. 9ot A v)]

D M =

0, rotv =0, divv =0 (7)
at!

i=0
Ces coupes, qui dépendent@leet des seuls coefficients, forment des espaces affines fermés. Les coupes des
mouvements premiers (voire celles des mouvements de fluide parfait) en sont des sous-espaces stricts. En effet,
I'Eq. (7) peut étre considérée comme différentiellereSa solution s'écrit rgt A v) = 21}4:1 fi(x) explk;t),
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ou les fonctionsf; (x) sont arbitraires, et lek;, j =1,..., M, sont les racines dg Y 1:k! = 0. La solution

de cette nouvelle équation linéaire ast= vg + v, OU vg est une solution particuliére e, la solution
générale de I'équation homogene(wi v;) = 0. Les éventuels mouvements premiers (voire les mouvements
de fluide parfait) de la coupe correspondent bien sir, aCherchons une solution particuliere de la forme
vo= Zyzl v;(x)expk;t). Les fonctionw ; (x) doivent vérifier rofw A v;) = fi(x), mais comme Ies"j (x) sont
arbitraires le ; (x) le sont aussi. Reste a satisfaire les deux conditions finales o0, divvo = 0, ce quiimpose
rotv; =0, divv; =0, c'est-a-dire des mouvemenig(x) potentiels isochores. Sous cette réserve, choisissons
desv;(x) tels que rotw A v;) # 0, ce qui est possible. Linclusion stricte est démontrée : les mouvements
correspondant &g existent, et sont non premiers car(totn vo) # 0. La Fig. 2 de [2] résume le propos quand on

y remplace les fluides de Maxwell par un quelconque des fluides relevant de (3).

2. Propriétés caractéristiques des mouvements premiers, conclusion

Puisque les mouvements premiers vérifient 'Eq (I3 possédent toutes les propriétés cinématiques connues
en fluide parfait. En particulier,

() La circulationfc u dx de la vitesse le long d'un contour matér&lfermé est conservée lorsque I'on suit le
contour dans son mouvement (théoréeme de Kelvin).

(i) Le vorticité est I'image de la vorticité initialeg par I'application tangente au mouvement, autrement dit
w = (Vax)wo, 0U V,x est la matrice degx’/da* etx(a, 1) est la position de la particule située initialementen
(théoreme de Cauchy).

(i) Les lignes et les tubes de vorticité sont des lignes et tubes matériels (deuxiéme théoreme d’Helmholtz).
L'étirement des lignes de vorticité est proportionnel au modulede la vorticité pw=1ds = poa)al dso
(théoreme d’Appell).

(iv) Et puisque tout tube de vorticité est un tube matériel, I'intensité d’'un tube de vorticité reste constante lors
de la convection du tube par le fluide (troisieme théoréme d’Helmholtz).

Ces propositions découlent de I'hypothése que le mouvement est premier. Réciproqubawmt des quatre
alinéas précédents définit et caractérise les seuls mouvements prémieschaque fluide de Rivlin—Ericksen
de grade?2 (i) de chaque matériau relevant d8) sous réserve que respectivemétla vorticité et (i) ses
N-1 premiéres dérivées temporelles soient harmoniques a un instant dbané (iii) le deuxiéme théoréme
d’Helmholtz n’équivautisolément qu@A @; +w Arot(w Au) = 0[1], voirew A Aw = 0 en fluides newtoniens [3].

La cinématique ne permet pas ici de distinguer les rhéologies. En revanche, voici quatre extensions du théoréeme
de Bernoulli montrant que la pression dépend du comportement. La vorticité étant harmonique, nous poserons
Au = —Vo, ol le potentieb correspond aux forces visqueuses newtoniennes. Dans un fluide de Rivlin—Ericksen
du second ordre, le mouvement obéit a I'Eq. (11) de [2] :

u, + (Vwyu=—V{po~t+ ¢ — (o1 + az) (uAu + |D|?/4)}
+vAu +a1Au; + (a1 + a2) {A[(Vw)u] — 2[ V' (Au)|u} (8)

ollay, oo etv désignent les coefficients viscométriques et la viscosité cinématique du fluide2¢d égale la
somme des carrés des éléments de la vitesse de déforrtdtion Vu)/2.

(v) Dans pareil fluide, un mouvement premier est réalisable si et seulemeni{’$¥ tdtu))u] = 0. Définissons
donc un potentieh tel que A[(Vu)u] — 2[V!(Au)lu = —Vn. Si le mouvement est stationnaire, nous pouvons
alors réduire (8) a

wAu=-V{pp~t+ ¢+ 3u?+vo — (201 + a2) (wAu + | D|?/4) + (a1 + a2} 9)

Il en résulte :Dans un mouvement premier stationnaire de fluide de Rivlin—Ericksen du second ordre, la quantité
pp 4+ %uz +vo — (201 + a2)(u - Au+ |D|?/4) + (a1 + a2)n est constante sur chaque surface de Lamb,
partant, le long de chaque ligne de courant et de chaque ligne de vorticité. Si le fluide est du second grade
(a1 + a2 = 0), elle estindépendante du potentiel viscoélastigue
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(vi) Puisque les mouvements potentiels sont ici réalisables, considéronsde=c8s u = V¢. Le potentiekp
satisfait alors

Vo, =—V{pp™t + ¢ + 2u? — (2a1 + a2)| D|?/4) (10)

D'ou : Dans un mouvement potentiel, stationnaire ou non, de fluide Rivlin—Ericksen du second ordre, la quantité
¢, + pp~ Tyce+ 2u — (201 + ) | D|?/4 est constante dans tout I'écoulement, et ne dépend que du.temps
Complétons par deux propositions analogues pour les mouvements lents et les matériaux introduits en Section 1 :
(vii) Dans un mouvement premier stationnaire de fluide releva(@)j&a quantitérou?/2+ Zf‘io 10 (pp~ 1+
c)/ott + ZzNzo o;8'0 /31" est constante sur chaque surface de Lamb, partant, le long de chaque ligne de courant et
de chaque ligne de vorticit&i V p et V¢ sont stationnaires, alors c'est/2 + pp~1 + ¢ + Agl Z,N:o o;d'o /ot
qui est constante, et la pression est explicite.
En effet, sous les hypothéses indiquées, I'Eq. (4) du mouvement se réduit a

Ao® AL+ MgV 2+v %AM 4V Za,aic,f -0 (11)
2 ot! !

i=0

d’ou le résultat.
(viii) Quand le mouvement est potential= V¢ et (exemple du fluide de Maxwell) I'Eq. (4) du mouvement
. y N _ / _
devientV(¢; + pp~t + ¢ + 3u?) + AV($] + pp 1+ ¢ + Ju?); =0d'0uA(pot + ¢ + ¢ + Ju?) + (pot +
c+¢, + %uz) = h(r) La fonction arbitrairez(r) ne dépend ici que de Si (pp~1 + ¢ + o + %uz)o désigne la
valeur de I'inconnue &= 0, la solution de cette équation est

Pt s+ ¢+ %uz = <pp—1 +s e+ %uz) e o (1—e ) poo(t) (12)
0
ol p~1(1 — e'/*) poo (1) représente une fonction arbitraire dqui résulte de I'intégratiorDans un mouvement
potentiel de fluide de Maxwell il existe une pressipR () ne dépendant que de telle que la quantité

PP — poo ]+ ¢ + o) + u varie a partir de sa distribution initiale proportionnellemenga’/*.

(ix) Comme ultime propnete caractéristique, actualisons le théoréme. de Helmholtz—Rayleigh [4] lié aux
vorticités harmoniquesla dissipation newtonienne d’'un mouvement premier dans toute régiest moindre
(au sens largeque la dissipation newtonienne de tout mouvement isochore ayant méme vitesse sur la fitintiere
de cette région. Réciproquement, si un écoulement newtonien posséde une dissipation moindre que les dissipations
newtoniennes de tous ces mouvements isochores, son mouvement est premier

Bien que pour I'instant I'auteur ignore si un mouvement initialement premier demeure premier aux instants
ultérieurs (extension du théoréme de Lagrange), la parenté des mouvements premiers et des mouvements potentiels
se révele manifeste. Les mouvements premiers forment une généralisation des écoulements potentiels, et c'est la
seule sil'on veut que I'une ou l'autre des propriétés célébres en fluide parfait perdurent en de nombreux matériaux,
dont les fluides newtoniens et viscoélastiques. Groupés en un faisceau d’espaces conoides [2], les mouvements
premiers constituent une fratrie ddes écoulements potentiels seront les ainés
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