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Résumé
On détermine quatre types de comportements limites dynamiques d’'une plaque piézoélectrique selon les ordres de grandeur

de son épaisseur et de sa dendttiur citer cet article: T. Weller, C. Licht, C. R. Mecanique 332 (2004).
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Abstract

Asymptotic dynamic response of thin linearly piezoelectric platesin the quasi-electrostatic approximation. We exhibit
four types of asymptotic dynamic behaviors of a piezoelectric plate according to the magnitudes of its thickness andialensity.
citethisarticle: T. Weller, C. Licht, C. R. Mecanique 332 (2004).
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Abridged English version

We extend to the dynamic case the mathematical derivation [3] of the static behavior of a piezoelectric plate as
the limit behavior of a three-dimensional solid whose thickness tends to zero.

The reference configuration of the lineaghyezoelectric thin plate is the closure &3 of the set2¢ =
w x ]—¢, €[, wherew is a bounded domain @2 with a Lipschitz boundary ane a small positive number. In the
framework of the quasi-electrostatic appimation appears a couple of real parametets(e, p), p being linked
tothe density. Letr";, ,, I, \), (I';p. I'5,) two suitable partitions of the boundaryQf ; the plate is, on one hand,
clamped along’; ;, and at an electric potentiag on I, and, on the other hand, subjected to body forteand
electric loadingF” in £2¢ and to surface forceg’ on I, and electric loading” on I’} . Thus the electromechan-
ical states” = (u", ¢") satisfies Egs. (1), (2), with? andg” the displacement and theeetric potential fields.
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We transform the problem into an equivalent of¥p, £2),, now posed over the fixed s& = o x -1, 1]
with the scaled fields () = (s(n), i ()) as unknown. This scaling accounts for the classical asumptions on the
mechanical loading and the ones of [3] on the electrical loading. To prove the existence and the uniquengss of
we split the fields into two parts: one solves a quasi-static problem (5), the other one solves an evolution equation (6)
with a skew-adjoint operator. To pass to the limitias> (0, p), p € [0, +oo[, the use of Trotter’s theory [2] of
approximation of semi-groups acting eariablespaces allows us tnly consider static problems already studied
in [3]. According to the relative magnitudes pfande, four types of limit responses may appear, which can be
purely quasi-static or quasi-static and dynamic, with a decoupling between flexural and membrane motions. Finally,
our proposal to model the dynamic behavior of the physical plate is given by the transportaf®snodi19).

1. Position du probléme

Une configuration de référence d’'une «plaque piézoélectrique » est la fermeturBddad’ ouvert 2¢ :=
o x ]—¢, €[, ollw est un domaine d&? de frontiére lipschitzienne etun petit parametre positif. Si la densité de
la plaque ent = (X, x3) S'écrit pd(x, x3/¢) avecs et 1/§ positifs dansL*°(w x 1—1, 1), il apparait, dans I'ap-
proximation quasi-électrostatique, aouplede paramétres positifs:= (¢, p). La plaque est soumise d'une part a
des forces de densités volumiqyié et surfacique” surI'; , et d'autre part a des charges électriques de densités
volumiqueF" et surfaciquel” sur I'%y,. La plaque est encastrée sijf ,, et un potentiel électrique; est imposé
surl’;,. Lescouplesr’; . I:\) et(I';,, I';y) réalisent une partition d&2® dont la normale unitaire extérieure
est notée:®. On suppose que chacune des surfaces précédentes est de mesure positiVe gteye x |—¢, €|,
avecyp C dw. L'état électromécanique de fdaque est donné par un triple¥(s) := (u", ¢, v")(t) de champs
de déplacement’(¢), de potentiel électrique” (¢) et de vitesse” = 11" (¢), ou le symbol€ désigne la dérivation
temporelle. Les équations gouvernant I'évolution du systéme sont alors :

dive’ + f7=pd8ii" dans2®, o'n®=g¢" surl,,, u?’=0 surl,,
divD?+ F7=0 dans2¢, D"-n®=d"7 surlf,, ¢"=¢j surl’,

(o, D"y = M*?(x)(e(u"), Vo) dans2¢
(", v")(0) = ("%, v"% donné

P (£2%) 1)

ouao’, e(u") et D" désignent respectivement le tenseur des contraintes, le tenseur linéarisé des déformations et le
déplacement électiue. L'opérateun ® est tel que :

o"=a’e(u") —b°Vg', D" = bSTe(u”) +c*Vo' (2)

oub?T est la transposée @€ et olia® etc® sont symétriques et positifs.

On se propose de montrer qig(2°) admet une unique solution et d’en étudier le comportement lorgque
tend versj = (0, 5), ol p € R™. Un cas électrodynamique a été traité dans [1]; il nous a paru intéressant d'utiliser
une méthode alternative : celle d’apgimation des semi-groupes d’'opénate linéaires agissant sur des espaces
de Hilbert variables [2].

2. Reformulation du probléme P, (£2¢)

Au problemeP, (£29) on peut associer un probleri(n, £2),, mathématiguement équivalent mais posé sur
Iouvert fixe 2 := w x ]—1, 1[. Pour cela, on utilise la bijection® : x = (x1, x2,x3) € 2 > x° = 7fx =
(x1, X2, £x3) € £2° et un certain nombre d’hypothéses de «mise a I'échelle » (cf. [3] dont on adopte désormais
les notations et hypothéses, en particulier les imageggar! des données géometriques précédentes perdent
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l'indice ¢ et I'y = y x {£1}). Nous rappelons que deux types de corngroents statiques limites, indexés par
p € {1, 2}, apparaissent selon la nature du chargement électrique et conduisent & poser

mp()((v.9). (w. ) = f M(kp(e. (v.9)) - kple. (w. ) dx
kp(e, (v, ¥)) = (e(e,v), (V(p)(e, ¥)))

e(e,V)ap =e(V)gp, (e, V)3 =¢te(V)as ete(s,v)zz=c2e(v)3s, 2e(v);j = divj+d;v;
Vi & ¥)a =P 1059, Vi) (e, ¥)3 =203y

ici et dans la suite les indices g8 varientde 1 a 2 et les indicés;j de 1 a 3.

On désigne pay(n) := (u(n), ¢(n), v(n) = u(ny)) I'état électromécanique misl&chelle. La singularité de
ce probleme d’évolution, due a I'approximation quasi-électrostatique, conduit a extraire les couples
), e(n) etu(n) := (u(n), v(n)). On fait 'hypothése de régularité swe thargement électromécanique mis
al'échelle :

3)

fy € W20, T; L2(£2)3)

() { (8. Fy» dy. 90,) € C3([0, T1; L3(Iun)® x L2(2) x L2(Ien) x HY(£2))

et on posev, w), := p [, (VaWa + £~ 2v3w3)8(x) dx. Pour tout ouverG deR", n = 2,3, on noteH}(G) I'en-
semble des éléments @&(G) dont la trace suf” C 3G est nulle. Avec la forme linéaire

Ly(r;t) = / gn(t) - wds + / F,(t)y dx + / dy ()Y ds — mp(e)((O, (po,](t)), r) 4)

FmN 2 FeN
continue susS, := {r = (w, ¥) € H}mD(Q)3 x H}w (£2)}, le problemeP (), £2), s'écrit :
Trouvery(n) € Y, := H}mD(QF X H}w (2) x L%(£2)% tel que :
P, $2)p (@), wyy +mpEe)(sm),r) = [ fr-wdx+Ly(r;1), V(r,1)€S; x10,T[
U@ (0) = U0(n) := (), v°(n)) donné

Pour montrer qué®(», £2) , admet une unique solution, on va cherch@r) sous la forme (1) = y*(n) +y" ()
ous¢(n) est la solution du probléme de type quasi-statique :

s €Sy mp(e)(sm),r) =Ly(r;0), V0,0 €S, x[0,T] )

On considére alors 'équation d'évolution ddhs:= H}:  (22)3 x L2(2)3:

U () + AU () =F(n), U" () (0) = U%(n) — U*(n)(0) (6)
avec .
DA) ={U=(@,v) €U, ; ve HE ()3 3z e L?(2)3tel que
(2 w)y +mp(e)((u, Syu), (w,0) =0, Yw € Hf- ()3}
SyrueHE ()% Syue HE (2) tel quem,(e)(u, Syu), (0,9)) =0, V¢ € HE (£2)
AU = (v,2),  FOD = (0, 55 (fy, 8% fg) = ii* ()
On vérifie facilement qugu, U")),, :==m , () ((u, Syu), (u’, 0)) + (v, v'), munitU, d’une structure hilbertienne

pour laquelleA, est antiadjoint. On notd - ||, la norme associée a ce produit scalaire. Avec I'hypothese de
compatibilité entre chargement et état électromécanique initiaux :

(H2): U"(m)(0) € D(Ay)

on déduit le
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Theoréme 2.1. Sous les hypothésgbly) et (H), le problemeP(n, £2), admet une unique solution de classe
C([0, T1: Y.

Un résultat analogue est montré dans [4].

3. Lesdifférentsmodéeslimites

On considére quatre cas, indexés patde comportement relatif des parametres p :
g=1:p—>pel0,+ool, g=2:p—>0etp/e?— 00, g=3:p/e? — p €10, +ool, g =4: p=0(?)
On désigne paf I'opération moyenne selon I'épaisseur deplaque mise a I'échelle et on définit pour tout
t € [0, T] les réponses quasi-statiqugs,) ets/ (i) :
S0 €Sy mp©)Egm (1), r)=lg(w), Vr=(w,¥)€S,, sig=1ou3
Hw)= [o(fy-w—(f frwe)dx, L) = [o(fy-w—(f fra)ws+ (f x3fy,)0.ws) dx (7)
sTm@ €Sy mp@E) s/ @), 1) = [ fy-wdx, Vr=(w,¥) €S,
On fait alors I'hypothése de convergersur le chargement électromécanique :
-(fy» &> Fy, dy, @o,) converge versf, g, F, d, go)
dansW?21(0, T; L2(£2)3 x L3(Iun)® x L2(2) x L2(I,y) x HY(£2))
(g, F.d, p0) € C3([0, TT; LA(I}un) x LA(2) x L3(Iy) x HX(R2)) sig =1,3
(H3) -*/Tﬁ(ue(n) +ii1(n))3 converge vers 0 darfi&21(0, T; L2(£2))
-*/Tﬁ(u“(n) +uf (n))3 converge vers 0 dar&?1(0, T; L2(£2)) sig =2
- x3fy, converge dan®>1(0, T; Halw\yo(“’)) Sig=3

Il a été établi dans [3] que le comportement élettéocanique statique limite est gouverné par une forme
bilinéaire donnée par

A p(s,r) = / M pkp(s) - kp(r) dx (8)
2

avec ky(w, ¥) = (eqp(w), V), ko(w, ) = (eqp(w), 33¢) et A7Ip la condensation dé/ relativement aux
composantes d@(w), V) maintenues dars,. Cette forme n’est pas nécessairement symétrique mais coercive
sur I'espace des états limitds x @, avec &1 := {¢ € H,%D(Q); Y =0}, &y :={Y € L3(2); 33y €
L2(2), ¥ =0surl,pNrIy}etV:=Vk (£2)N H}WD(Q)3, ol Vi (£2) désigne I'ensemble des déplacements de
Kirchhoff-Love surs2. On rappelle que pour tout élémantle Vi, (2) il existe s, (v) € H () et3(v) € H(w)
uniques tels que, = ¢, (v) — x30,¢3(v) etvz = ¢3(v). On définit alorsV :={v e V; ¢3(v) =0} etV :={v €

V; ¢o(v) = 0}. La limite ponctuelle de I'énergie cinétiqgue mise a I'échélle), suggére que les comportements
limites en membrane et en flexion seront de natures diffesgbloqué, quasi-statique ou dynamique). Cela conduit
a introduire des sous-espaces de déplacements limites en pgsaal/ siqg =1,2 etV, :=V sig =3, 4, puis

V.=V = vt v .= etvstat:= 0. On fait dans la suite «I'hypothése de découplage » :
(Hg) :][x31\711 =0 p.p. danso, Mo est indépendante de

Les parties symétriques ae, (¢) et den, définissent des produits scalaires SyretS, , :=V, x @, dont
les normes sont notéds ||, et|| - Il ,,,. Afin de comparer les éléments 8ga ceux deS, ,, on introduit 'opéra-
teurP,, :

Pyis €Sy 4> Pys €S, tel quem,(e)(Pys,r) =mp(s,r), Vre$§, 9)
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Les arguments de [3] permettent d’établir :

3c e R" tel que [IPyslly < clisllp,g, J[}nﬁ IPyslly =lsllp.q. Vs €Spyq (10)

Il est & noter que lig 7 [IP,s — s ()|l = 0 équivaut & la convergence forted@) verss dansH1(2)3 x H(2)
ainsi qu'a celle des « énergieg»(n)||2 vers|is||2 ,. On définit surS, , la forme linéaire limite :

L(r;t) = / g(r)-wds+/F(t)¢dx+/d(r)x//ds—na,,((o,goo(t)),r)

LN 2 Ien

On associe aux comportements limites de I'énergie cinétique les esdpaces{v € L2(2)3; v = (v1, v, 0),
vy € L2(w)} etKz:={ve H1(2)3; 3¢ € L%(w), vy = —x304¢, v3 = ¢} munis des produits scalaires :

Ki(v, w) :=ﬁ/vawa5(x)dx, K3(v, w) :=/:>/v3w35(x)dx (11)
2 2
Pourg = 1 ou 3, on définit enfi, , := V&" x K. Si S est l'opérateur :
S:ueV Sucd,telquem,((u,Su),0,%)) =0, Vyed, (12)

alors, tout commeJ,, on munitU, , d'une structure hilbertienne ave@, U")), 4 := m,((u, Su), (', 0)) +
K4(v,v"); on note|l - ||, la norme associée. Afin de comparer les éléments,da ceux deJ, ,, on consi-
dere 'opérateu@,, :

Qp:UeU, = (u,v)— QU :=(uy, vy € U, tel que :
-m p (&) ((uy, Syuy), (w,0)) =n,((u,Su), (w,0)), VYwe H}mu (£2)3 (13)
vy =vSig=1etv, =(0,v3) Sig=3

A nouveau, les arguments de [3] impliquent :
dc e R" tel que [|Q,Ull, <cllUllp.q- ,!inﬁ 1QuUIly =Ullpg, YUEU,, (14)

Dans les cag = 1 et 3, le probléme limite va mettre en jeu une équation d’évolution analogue a (6) mais
gouvernée par I'opérateur antiadjoit

dyn

DA ={U=(u,v)eU,,; veV,, AzeK, telque
Ky (2. w) + it (. Su), (w, 0)) =0, Yw € VI (15)
AU = (v,2)

Enfin, en définissant les réponses quasi-statiques linfifeg ets, (pourg =1,3) par:

sC(t) €Spg s Mp(sC(t),r)=L(r;t), V(1) €Sy, x[0,T]
st eSpq: ms/(t),r)= [, f-wdy, V(1)eSyqx[0,T] (16)
Sg) eVERX D, G0, r) = [o frwdr, V(1) eVS®x®, x[0,T]

eten posant’ = (u, i), U/ = (uf, i') etU, = (i, iiy), on peut alors formuler 'hypothése supplémentaire sur
les données a l'instant initial :
o sig=1,3: 3U% e —(U°(0) + U, (0)) + D(A) tel que lim,_1Q,uU° — LY, =0
5 . . . :
Sig=2,4: lim,_;1U% — (U(0) + U} (0)]l;, =0

qui conduit au
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Théoréme 3.1. Sous les hypothés@d;)—(Hs), il existe un élément unique= (u, ¢) de C1([0, T']; Sy,¢) tel que
lim, 5 IP,s () — s(m)(®)|l,, = 0 uniformément suf0, T] et vérifiant,vr € [0, T] :

{Siq=20u4: mp(s,r)=[o f-wdx+ L), Vr=(w,¥)e€Sy,

sig=10u3: Kq(ij,w)—i—ﬁip(s,r)=f9f'wdx+L(r), Vr=(w,¥) €Sy, (17)

ug (Sig =1)ouus (sig = 3)étant en outre de classé?([0, T1; L?(w)).

Schéma de démonstration. Dans les cag = 1 et 3, on observe que(n) := U’ () — Uq(n) vérifie une équation
d'évolution similaire a (6). Une décaposition analogue conduit naturellemi@ une équation d’évolution dans
U, 4 du typeAU + U = F. Pour établir la convergence uniforme $0r7'] de||Q,U — U(n)||, vers 0, il suffit alors,

dans le cadre de la théorie de Trotter [2] d’approximaties semi-groupes d’'opérateurs agissant sur des espaces
variables d'établir quev(x, V) e R** x U, 4 :

lim_ || (7 —2A)~1Q,V — Q,(I — )\A)*1V||n =0 (18)
n—n

Cela et la convergence uniforme g0¢ 7] de||P,, (5 + 5¢) — (5(1) + s*(m)l, vers O découlent simplement des

résultats de [3] ol sont étudiés les problémes statiqueg.=SR, 4, en exprimant, (t) := (U(n) — U°(n) —
U/ () (1) en fonction du groupe unitaire engendré par de la donnée initiale et du chargement, on déduit que

lim,— 11U, ()|], = O uniformément suf0, T]. O

Remarque 1. Dans les cag = 2 et 4, la réponse limite de la plaque au gement électromécanique est purement
quasi-statique, alors que dans les gas 1 et 3 I'accélération du déplacementeérvient. Il apparait en outre un
découplage entre les déplacements mendiras et de flexion essentiellement d(Ha). Plus précisément, cette
derniére hypothése entraine cﬁgq est la somme directe de deux sous- espac,efpolalressp q €t S,, q (| e.
my(s,7F)=m,(F,s)=0, V(§ F)e S g X Sp.4). Ces deux sous-espaces sﬁptj V x @, etS,, =V xd,,
avecd; = @1, &1 = {0}, 2 = {p € D7 ; ¢ impaire envz} etd, = {¢ € P, ; ¢ paire enxs}. A|n3|, sig=1,2ilny

a pas de flexion et la réponse membranaire est dynamigue 4i, quasi-statique si = 2. Sig = 3, 4 la réponse
membranaire est quasi-statique tandis que celle en flexion est dynamigae3set quasi-statique g = 4. Dans
ces deux derniers cas, I'équation fournissant la flexion ne met pas en jeu le potentiel électrique Jiraite. si

Remarque 2. Le transport sug2¢, parz® et «une mise a I'échelle inverse » des états, du probleme
Trouvers = (u, ¢) € V x @, tel que
{ (ii, )y +nip(s,r)= [o fp-wdx +Ly(r), Vr=(w,¢¥)eVxd, (19)
fournit une modélisation du comportement dynamigine plaque piézoélectrique mince d'épaisseueRde
densitéops (x, x3/¢).
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