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Résumé

On détermine quatre types de comportements limites dynamiques d’une plaque piézoélectrique selon les ordres d
de son épaisseur et de sa densité.Pour citer cet article : T. Weller, C. Licht, C. R. Mecanique 332 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Asymptotic dynamic response of thin linearly piezoelectric plates in the quasi-electrostatic approximation. We exhibit
four types of asymptotic dynamic behaviors of a piezoelectric plate according to the magnitudes of its thickness and dTo
cite this article: T. Weller, C. Licht, C. R. Mecanique 332 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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Abridged English version

We extend to the dynamic case the mathematical derivation [3] of the static behavior of a piezoelectric
the limit behavior of a three-dimensional solid whose thickness tends to zero.

The reference configuration of the linearlypiezoelectric thin plate is the closure inR3 of the setΩε =
ω × ]−ε, ε[, whereω is a bounded domain ofR2 with a Lipschitz boundary andε a small positive number. In th
framework of the quasi-electrostatic approximation appears a couple of real parametersη = (ε, ρ), ρ being linked
to the density. Let(Γ ε

mD,Γ ε
mN), (Γ ε

eD,Γ ε
eN ) two suitable partitions of the boundary ofΩε; the plate is, on one hand

clamped alongΓ ε
mD and at an electric potentialϕ

η

0 onΓ ε
eD and, on the other hand, subjected to body forcesf η and

electric loadingFη in Ωε and to surface forcesgη onΓ ε
mN and electric loadingdη onΓ ε

eN . Thus the electromechan
ical statesη = (uη,ϕη) satisfies Eqs. (1), (2), withuη andϕη the displacement and the electric potential fields.

Adresse e-mail :weller@lmgc.univ-montp2.fr (T. Weller).
1631-0721/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crme.2004.02.023
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We transform the problem into an equivalent one,P(η,Ω)p, now posed over the fixed setΩ = ω × ]−1,1[
with the scaled fieldsy(η) = (s(η), u̇(η)) as unknown. This scaling accounts for the classical asumptions o
mechanical loading and the ones of [3] on the electrical loading. To prove the existence and the uniquenesy(η)

we split the fields into two parts: one solves a quasi-static problem (5), the other one solves an evolution equ
with a skew-adjoint operator. To pass to the limit asη → (0, ρ̄), ρ̄ ∈ [0,+∞[, the use of Trotter’s theory [2] o
approximation of semi-groups acting onvariablespaces allows us toonly consider static problems already studi
in [3]. According to the relative magnitudes ofρ andε, four types of limit responses may appear, which can
purely quasi-static or quasi-static and dynamic, with a decoupling between flexural and membrane motions
our proposal to model the dynamic behavior of the physical plate is given by the transportation onΩε of (19).

1. Position du problème

Une configuration de référence d’une « plaque piézoélectrique » est la fermeture dansR
3 de l’ouvertΩε :=

ω × ]−ε, ε[, oùω est un domaine deR2 de frontière lipschitzienne etε un petit paramètre positif. Si la densité
la plaque enx = (x̂, x3) s’écrit ρδ(x̂, x3/ε) avecδ et 1/δ positifs dansL∞(ω × ]−1,1[), il apparaît, dans l’ap
proximation quasi-électrostatique, uncouplede paramètres positifsη := (ε, ρ). La plaque est soumise d’une par
des forces de densités volumiquef η et surfaciquegη surΓ ε

mN et d’autre part à des charges électriques de den
volumiqueFη et surfaciquedη surΓ ε

eN . La plaque est encastrée surΓ ε
mD et un potentiel électriqueϕη

0 est imposé
surΓ ε

eD . Les couples(Γ ε
mD,Γ ε

mN) et (Γ ε
eD,Γ ε

eN) réalisent une partition de∂Ωε dont la normale unitaire extérieu
est notéenε . On suppose que chacune des surfaces précédentes est de mesure positive et queΓ ε

mD = γ0 × ]−ε, ε[,
avecγ0 ⊂ ∂ω. L’état électromécanique de laplaque est donné par un tripletyη(t) := (uη,ϕη, vη)(t) de champs
de déplacementuη(t), de potentiel électriqueϕη(t) et de vitessevη = u̇η(t), où le symbolė désigne la dérivation
temporelle. Les équations gouvernant l’évolution du système sont alors :

Pη(Ω
ε)


divση + f η = ρδüη dansΩε, σηnε = gη surΓ ε

mN, uη = 0 surΓ ε
mD

divDη + Fη = 0 dansΩε, Dη · nε = dη surΓ ε
eN, ϕη = ϕ

η

0 surΓ ε
eD

(ση,Dη) = Mε(x)(e(uη),∇ϕη) dansΩε

(uη, vη)(0) = (uη0, vη0) donné

(1)

où ση, e(uη) etDη désignent respectivement le tenseur des contraintes, le tenseur linéarisé des déformat
déplacement électrique. L’opérateurMε est tel que :

ση = aεe
(
uη

) − bε∇ϕη, Dη = bεTe
(
uη

) + cε∇ϕη (2)

oùbεT est la transposée debε et oùaε et cε sont symétriques et positifs.
On se propose de montrer quePη(Ω

ε) admet une unique solution et d’en étudier le comportement lorsqη

tend versη̄ = (0, ρ̄), où ρ̄ ∈ R
+. Un cas électrodynamique a été traité dans [1] ; il nous a paru intéressant d’u

une méthode alternative : celle d’approximation des semi-groupes d’opérateurs linéaires agissant sur des espa
de Hilbert variables [2].

2. Reformulation du problème Pη(Ω
ε)

Au problèmePη(Ω
ε) on peut associer un problèmeP(η,Ω)p, mathématiquement équivalent mais posé

l’ouvert fixe Ω := ω × ]−1,1[. Pour cela, on utilise la bijectionπε : x = (x1, x2, x3) ∈ �Ω �→ xε = πεx =
(x1, x2, εx3) ∈ �Ωε et un certain nombre d’hypothèses de « mise à l’échelle » (cf. [3] dont on adopte dés
les notations et hypothèses, en particulier les images par(πε)−1 des données géometriques précédentes pe
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l’indice ε et Γ± = γ × {±1}). Nous rappelons que deux types de comportements statiques limites, indexés p
p ∈ {1,2}, apparaîssent selon la nature du chargement électrique et conduisent à poser

mp(ε)((v,ϕ), (w,ψ)) = ∫
Ω M(x)kp(ε, (v,ϕ)) · kp(ε, (w,ψ))dx

kp(ε, (v,ψ)) = (e(ε, v), (∇(p)(ε,ψ)))

e(ε, v)αβ = e(v)αβ, e(ε, v)α3 = ε−1e(v)α3 et e(ε, v)33 = ε−2e(v)33, 2e(v)ij = ∂ivj + ∂jvi

∇(p)(ε,ψ)α = εp−1∂αψ, ∇(p)(ε,ψ)3 = εp−2∂3ψ

(3)

ici et dans la suite les indicesα, β varient de 1 à 2 et les indicesi, j de 1 à 3.
On désigne pary(η) := (u(η),ϕ(η), v(η) = u̇(η)) l’état électromécanique mis àl’échelle. La singularité de

ce problème d’évolution, due à l’approximation quasi-électrostatique, conduit à extraire les coupless(η) :=
(u(η),ϕ(η)) et U(η) := (u(η), v(η)). On fait l’hypothèse de régularité sur le chargement électromécanique m
à l’échelle :

(H1)

{
fη ∈ W1,∞(0, T ;L2(Ω)3)

(gη,Fη, dη,ϕ0η ) ∈ C2([0, T ];L2(ΓmN)3 × L2(Ω) × L2(ΓeN) × H 1(Ω))

et on pose〈v,w〉η := ρ
∫
Ω

(vαwα + ε−2v3w3)δ(x)dx. Pour tout ouvertG deR
n, n = 2,3, on noteH 1

Γ (G) l’en-
semble des éléments deH 1(G) dont la trace surΓ ⊂ ∂G est nulle. Avec la forme linéaire

Lη(r; t) =
∫

ΓmN

gη(t) · w ds +
∫
Ω

Fη(t)ψ dx +
∫

ΓeN

dη(t)ψ ds − mp(ε)
((

0, ϕ0η(t)
)
, r

)
(4)

continue surSη := {r = (w,ψ) ∈ H 1
ΓmD

(Ω)3 × H 1
ΓeD

(Ω)}, le problèmeP(η,Ω)p s’écrit :

P(η,Ω)p


Trouvery(η) ∈ Yη := H 1

ΓmD
(Ω)3 × H 1

ΓeD
(Ω) × L2(Ω)3 tel que :

〈v̇(η),w〉η + mp(ε)(s(η), r) = ∫
Ω

fη · w dx + Lη(r; t), ∀(r, t) ∈ Sη × ]0, T [
U(η)(0) = U0(η) := (u0(η), v0(η)) donné

Pour montrer queP(η,Ω)p admet une unique solution, on va cherchery(η) sous la formey(η) = ye(η)+yr(η)

où se(η) est la solution du problème de type quasi-statique :

se(η) ∈ Sη ; mp(ε)
(
se(η), r

) = Lη(r; t), ∀(r, t) ∈ Sη × [0, T ] (5)

On considère alors l’équation d’évolution dansUη := H 1
ΓmD

(Ω)3 × L2(Ω)3 :

U̇r (η) + AηUr (η) = F(η), Ur (η)(0) = U0(η) − Ue(η)(0) (6)

avec :
D(Aη) = {U = (u, v) ∈ Uη ; v ∈ H 1

ΓmD
(Ω)3, ∃!z ∈ L2(Ω)3 tel que

〈z,w〉η + mp(ε)((u,Sηu), (w,0)) = 0,∀w ∈ H 1
ΓmD

(Ω)3}
Sη :u ∈ H 1

ΓmD
(Ω)3 �→ Sηu ∈ H 1

ΓeD
(Ω) tel quemp(ε)((u,Sηu), (0,ψ)) = 0, ∀ψ ∈ H 1

ΓeD
(Ω)

AηU = (v, z), F(η) = (0, 1
ρδ

(fηα , ε2fη3) − üe(η))

On vérifie facilement que〈〈U,U′〉〉η := mp(ε)((u,Sηu), (u′,0))+〈v, v′〉η munitUη d’une structure hilbertienn
pour laquelleAη est antiadjoint. On note‖ · ‖η la norme associée à ce produit scalaire. Avec l’hypothès
compatibilité entre chargement et état électromécanique initiaux :

(H2): Ur (η)(0) ∈ D(Aη)

on déduit le
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Théorème 2.1. Sous les hypothèses(H1) et (H2), le problèmeP(η,Ω)p admet une unique solution de clas
C1([0, T ]; Yη).

Un résultat analogue est montré dans [4].

3. Les différents modèles limites

On considère quatre cas, indexés parq , de comportement relatif des paramètresε etρ :

q = 1 : ρ → ρ̄ ∈ ]0,+∞[, q = 2 : ρ → 0 etρ/ε2 → ∞, q = 3 : ρ/ε2 → ¯̄ρ ∈ ]0,+∞[, q = 4 : ρ = o
(
ε2)

On désigne par−
∫

l’opération moyenne selon l’épaisseur de laplaque mise à l’échelle et on définit pour to
t ∈ [0, T ] les réponses quasi-statiquess̃q (η) et sf (η) :

s̃q (η)(t) ∈ Sη ; mp(ε)(s̃q(η)(t), r) = l
η
q (w), ∀r = (w,ψ) ∈ Sη, si q = 1 ou 3

l
η
1(w) = ∫

Ω
(fη · w − (−

∫
fηα )wα)dx, l

η
3(w) = ∫

Ω
(fη · w − (−

∫
fη3)w3 + (−

∫
x3fηα )∂αw3)dx

sf (η)(t) ∈ Sη ; mp(ε)(sf (η)(t), r) = ∫
Ω

fη · w dx, ∀r = (w,ψ) ∈ Sη

(7)

On fait alors l’hypothèse de convergence sur le chargement électromécanique :

(H3)



·(fη, gη,Fη, dη,ϕ0η) converge vers(f, g,F, d,ϕ0)

dansW2,1(0, T ;L2(Ω)3 × L2(ΓmN)3 × L2(Ω) × L2(ΓeN) × H 1(Ω))

·(g,F, d,ϕ0) ∈ C2([0, T ];L2(ΓmN)3 × L2(Ω) × L2(ΓeN) × H 1(Ω)) si q = 1,3

·
√

ρ

ε
(ue(η) + ũ1(η))3 converge vers 0 dansW2,1(0, T ;L2(Ω))

·
√

ρ

ε
(ue(η) + uf (η))3 converge vers 0 dansW2,1(0, T ;L2(Ω)) si q = 2

·−∫ x3fηα converge dansW2,1(0, T ;H 1
∂ω\γ0

(ω)) si q = 3

Il a été établi dans [3] que le comportement électromécanique statique limite est gouverné par une fo
bilinéaire donnée par

m̃p(s, r) =
∫
Ω

M̃pkp(s) · kp(r)dx (8)

avec k1(w,ψ) = (eαβ(w), ∂αψ), k2(w,ψ) = (eαβ(w), ∂3ψ) et M̃p la condensation deM relativement aux
composantes de(e(w),∇ψ) maintenues danskp. Cette forme n’est pas nécessairement symétrique mais coe
sur l’espace des états limitesV × Φp , avecΦ1 := {ψ ∈ H 1

ΓeD
(Ω); ∂3ψ = 0}, Φ2 := {ψ ∈ L2(Ω); ∂3ψ ∈

L2(Ω), ψ = 0 surΓeD ∩ Γ±} etV := VKL (Ω) ∩ H 1
ΓmD

(Ω)3, oùVKL (Ω) désigne l’ensemble des déplacements

Kirchhoff–Love surΩ . On rappelle que pour tout élémentv deVKL (Ω) il existeζα(v) ∈ H 1(ω) et ζ3(v) ∈ H 2(ω)

uniques tels quevα = ζα(v) − x3∂αζ3(v) et v3 = ζ3(v). On définit alorŝV := {v ∈ V; ζ3(v) = 0} et V̌ := {v ∈
V; ζα(v) = 0}. La limite ponctuelle de l’énergie cinétique mise à l’échelle〈·, ·〉η suggère que les comportemen
limites en membrane et en flexion seront de natures différentes (bloqué, quasi-statique ou dynamique). Cela con
à introduire des sous-espaces de déplacements limites en posantVq := V̂ si q = 1,2 et Vq := V si q = 3,4, puis

Vdyn
1 := V̂ =: Vstat

3 , Vdyn
3 := V̌ et Vstat

1 := 0. On fait dans la suite « l’hypothèse de découplage » :

(H4) : −
∫

x3M̃1 = 0 p.p. dansω, M̃2 est indépendante dex3

Les parties symétriques demp(ε) et dem̃p définissent des produits scalaires surSη et Sp,q := Vq × Φp dont
les normes sont notées||| · |||η et ||| · |||p,q . Afin de comparer les éléments deSη à ceux deSp,q , on introduit l’opéra-
teurPη :

Pη : s ∈ Sp,q �→ Pηs ∈ Sη tel quemp(ε)(Pηs, r) = m̃p(s, r), ∀r ∈ Sη (9)
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Les arguments de [3] permettent d’établir :

∃c ∈ R
+ tel que |||Pηs|||η � c|||s|||p,q, lim

η→η
|||Pηs|||η = |||s|||p,q , ∀s ∈ Sp,q (10)

Il est à noter que limη→η |||Pηs − s(η)|||η = 0 équivaut à la convergence forte des(η) verss dansH 1(Ω)3 ×H 1(Ω)

ainsi qu’à celle des « énergies »|||s(η)|||2η vers|||s|||2p,q . On définit surSp,q la forme linéaire limite :

L(r; t) =
∫

ΓmN

g(t) · w ds +
∫
Ω

F(t)ψ dx +
∫

ΓeN

d(t)ψ ds − m̃p

((
0, ϕ0(t)

)
, r

)
On associe aux comportements limites de l’énergie cinétique les espacesK1 := {v ∈ L2(Ω)3; v = (v1, v2,0),

vα ∈ L2(ω)} et K3 := {v ∈ H−1(Ω)3; ∃ζ ∈ L2(ω), vα = −x3∂αζ, v3 = ζ } munis des produits scalaires :

K1(v,w) := ρ

∫
Ω

vαwαδ(x)dx, K3(v,w) := ρ

∫
Ω

v3w3δ(x)dx (11)

Pourq = 1 ou 3, on définit enfinUp,q := Vdyn
q × Kq . SiS est l’opérateur :

S :u ∈ V �→ Su ∈ Φp tel quem̃p

(
(u,Su), (0,ψ)

) = 0, ∀ψ ∈ Φp (12)

alors, tout commeUη, on munit Up,q d’une structure hilbertienne avec〈〈U,U′〉〉p,q := m̃p((u,Su), (u′,0)) +
Kq(v, v′) ; on note‖ · ‖p,q la norme associée. Afin de comparer les éléments deUη à ceux deUp,q , on consi-
dère l’opérateurQη :

Qη : U ∈ Up,q = (u, v) �→ QηU := (uη, vη) ∈ Uη tel que :
·mp(ε)((uη,Sηuη), (w,0)) = m̃p((u,Su), (w,0)), ∀w ∈ H 1

ΓmD
(Ω)3

·vη = v si q = 1 etvη = (0, v3) si q = 3
(13)

A nouveau, les arguments de [3] impliquent :

∃c ∈ R
+ tel que ‖QηU‖η � c‖U‖p,q, lim

η→η
‖QηU‖η = ‖U‖p,q, ∀U ∈ Up,q (14)

Dans les casq = 1 et 3, le problème limite va mettre en jeu une équation d’évolution analogue à (6)
gouvernée par l’opérateur antiadjointA :D(A) = {U = (u, v) ∈ Up,q ; v ∈ Vdyn

q , ∃!z ∈ Kq tel que

Kq(z,w) + m̃p((u,Su), (w,0)) = 0, ∀w ∈ Vdyn
q }

AU = (v, z)

(15)

Enfin, en définissant les réponses quasi-statiques limitesse, sf et s̃q (pourq = 1,3) par :
se(t) ∈ Sp,q ; m̃p(se(t), r) = L(r; t), ∀(r, t) ∈ Sp,q × [0, T ]
sf (t) ∈ Sp,q ; m̃(sf (t), r) = ∫

Ω f · w dx, ∀(r, t) ∈ Sp,q × [0, T ]
s̃q (t) ∈ Vstat

q × Φp ; m̃p(s̃q(t), r) = ∫
Ω f · w dx, ∀(r, t) ∈ Vstat

q × Φp × [0, T ]
(16)

et en posantUe = (ue, u̇e), Uf = (uf , u̇f ) et Ũq = (ũq, ˙̃uq), on peut alors formuler l’hypothèse supplémentaire
les données à l’instant initial :

(H5)

{ ·si q = 1,3 : ∃U0 ∈ −(Ue(0) + Ũq(0)) + D(A) tel que limη→η̄ ||QηU0 − U0
η||η = 0

·si q = 2,4 : limη→η̄ ||U0
η − (Ue

η(0) + Uf
η (0))||η = 0

qui conduit au
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Théorème 3.1. Sous les hypothèses(H1)–(H5), il existe un élément uniques = (u,ϕ) deC1([0, T ]; Sp,q) tel que
limη→η̄ |||Pηs(t) − s(η)(t)|||η = 0 uniformément sur[0, T ] et vérifiant,∀t ∈ [0, T ] :{

si q = 2 ou4 : m̃p(s, r) = ∫
Ω f · w dx + L(r), ∀r = (w,ψ) ∈ Sp,q

si q = 1 ou3 : Kq(ü,w) + m̃p(s, r) = ∫
Ω

f · w dx + L(r), ∀r = (w,ψ) ∈ Sp,q
(17)

uα (si q = 1) ouu3 (si q = 3) étant en outre de classeC2([0, T ];L2(ω)).

Schéma de démonstration. Dans les casq = 1 et 3, on observe que�U(η) := Ur (η) − Ũq(η) vérifie une équation
d’évolution similaire à (6). Une décomposition analogue conduit naturellement à une équation d’évolution dan
Up,q du typeA�̇U+�̇U =�F. Pour établir la convergence uniforme sur[0, T ] de||Qη�U−�U(η)||η vers 0, il suffit alors,
dans le cadre de la théorie de Trotter [2] d’approximation des semi-groupes d’opérateurs agissant sur des es
variables, d’établir que∀(λ,V ) ∈ R

+∗ × Up,q :

lim
η→η̄

∥∥(I − λAη)
−1QηV − Qη(I − λA)−1V

∥∥
η
= 0 (18)

Cela et la convergence uniforme sur[0, T ] de |||Pη(s̃ + se) − (s̃(η) + se(η))|||η vers 0 découlent simplement d

résultats de [3] où sont étudiés les problèmes statiques. Siq = 2,4, en exprimantUη(t) := (U(η) − Ue(η) −
Uf (η))(t) en fonction du groupe unitaire engendré parAη, de la donnée initiale et du chargement, on déduit

limη→η̄ ||Uη(t)||η = 0 uniformément sur[0, T ]. �
Remarque 1. Dans les casq = 2 et 4, la réponse limite de la plaque au chargement électromécanique est purem
quasi-statique, alors que dans les casq = 1 et 3 l’accélération du déplacement intervient. Il apparaît en outre u
découplage entre les déplacements membranaires et de flexion essentiellement dû à(H4). Plus précisément, cet
dernière hypothèse entraîne queSp,q est la somme directe de deux sous-espacesm̃p-polaireŝSp,q et Šp,q (i.e.

m̃p(ŝ, ř) = m̃p(ř, ŝ) = 0, ∀(ŝ, ř) ∈ Ŝp,q × Šp,q ). Ces deux sous-espaces sontŜp,q = V̂ × Φ̂p et Šp,q = V̌ × Φ̌p ,
avecΦ̂1 = Φ1, Φ̌1 = {0}, Φ̂2 = {ϕ ∈ Φ2 ; ϕ impaire enx3} etΦ̌2 = {ϕ ∈ Φ2 ; ϕ paire enx3}. Ainsi, siq = 1,2 il n’y
a pas de flexion et la réponse membranaire est dynamique siq = 1, quasi-statique siq = 2. Siq = 3,4 la réponse
membranaire est quasi-statique tandis que celle en flexion est dynamique siq = 3 et quasi-statique siq = 4. Dans
ces deux derniers cas, l’équation fournissant la flexion ne met pas en jeu le potentiel électrique limite sip = 1.

Remarque 2. Le transport surΩε, parπε et « une mise à l’échelle inverse » des états, du problème{
Trouvers = (u,ϕ) ∈ V × Φp tel que

〈ü,w〉η + m̃p(s, r) = ∫
Ω

fη · w dx + Lη(r), ∀r = (w,ψ) ∈ V × Φp
(19)

fournit une modélisation du comportement dynamiqued’une plaque piézoélectrique mince d’épaisseur 2ε et de
densitéρδ(x̂, x3/ε).
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