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Résumé

La méthode des éléments finis stochastiques présentée dans cette Note consiste à représenter sous forme probabiliste
réponse d’un système dont les propriétés des matériaux constitutifs et les chargements sont des variables aléatoires. Pour ce
faire, chaque variable aléatoire est développée en série de polynômes d’Hermite d’une variable gaussienne centrée
réponse (e.g. le vecteur des déplacements nodaux) est développée sur le chaos polynomial. Les coefficients de ce dév
sont obtenus par une méthode de type Galerkin dansl’espace deprobabilité.Pour citer cet article : B. Sudret et al., C. R.
Mecanique 332 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A stochastic finite element method in linear mechanics.The stochastic finite element method presented in this N
consists in representing in a probabilistic form the response of a linear mechanicalsystem whose material properties a
loading are random. Each input random variable is expanded into a Hermite polynomial series in standard norma
variables. The response (e.g., the nodal displacement vector) is expanded onto the so-called polynomial chaos. The c
of the expansion are obtained by a Galerkin-type method in the space of probability.To cite this article: B. Sudret et al., C. R.
Mecanique 332 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Mots-clés :Mécanique des solides numérique ; Eléments finis stochastiques ; Chaos polynomial ; Analyse de sensibilité ; Fiabilité des
structures
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Abridged English version

The Stochastic Finite Element Method presented in this Note aims at representing the response of
mechanical model, whose material properties and/or loading are random, in terms of a series expansi
probabilistic space. Two main steps are identified:
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– expansion of the input random variables in terms of Hermite polynomials in standard normal variable
methods are proposed, namely theprojectionand thecollocationmethods. Both approaches provide simi
results in terms of accuracy;

– expansion of the response (e.g., the random vector of nodal displacements) onto thepolynomial chaos[1],
i.e., the set of multi-dimensional Hermite polynomialsin standard normal variables. The coefficients of
expansion are computed by a Galerkin approach.

The post-processing of the resulting expansion in order to perform sensitivity analysis (i.e., computing th
and standard deviation of the response) and reliability analysis (i.e., computing the probability of failure associate
to a failure criterion) is finally presented.

1. Introduction

La méthode des éléments finis stochastiques spectraux proposée par Ghanem et Spanos [1] perme
caractériser la réponse aléatoire d’un système mécanique dont une propriété matériau (par exemple le mo
d’Young) est représentée par un champ aléatoire gaussien. Elle fournit une représentation intrinsèque d
aléatoire des déplacements nodaux sous forme d’un développement polynomial en variables aléatoires gaussienn
centrées réduites (v.a.g.c.r.). S’appuyant sur le même type de représentation, cette communication pro
méthode générale pour résoudre des problèmes de mécanique linéaire dans lesquels les paramètres (proprié
matériaux et chargements) sont des variables aléatoires en nombre et de loi quelconques.

2. Développement de variables aléatoires sur le chaos polynomial

SoitX une variable aléatoire réelle de variance finie. On peut développerX sur la base des polynômes d’Herm
de gaussiennes [2] :

X =
∞∑
i=0

aiHi(ξ) (1)

où ξ est une v.a.g.c.r. de densité de probabilitéϕ(x) = 1√
2π

e−x2/2, {ai, i = 0, . . . ,∞} sont les coefficients

calculer et{Hi(x), i = 0, . . . ,∞} sont les polynômes d’Hermite définis par :

Hi(x) = (−1)i ex2/2 d

dx

(
e−x2/2)

Pour évaluer ces coefficients, deux méthodes sont proposées. Laméthode de projection[3] utilise l’orthogonalité
des polynômes d’Hermite par rapport à la mesure gaussienne. De l’Éq. (1), on tire :

E
[
XHi(ξ)

] = aiE
[
H 2

i (ξ)
] = ai · i! (2)

où E[·] désigne l’espérance mathématique. SoitFX(x) la fonction de répartition deX. En utilisant la transformatio
isoprobabilisteX → ξ :FX(X) = Φ(ξ) [4], l’Éq. (2) se réécrit :

ai = 1

i!E
[
XHi(ξ)

] = 1

i!
∫
R

F−1
X

(
Φ(t)

)
Hi(t)ϕ(t)dt (3)

Cette intégrale peut être évaluée analytiquement siX suit une loi gaussienne ou lognormale, numériquem
sinon [5]. La méthode de projection calcule donc une approximation numérique de l’intégrale (3) repré
l’expressionexactede chaque coefficient.
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La méthode de collocation[6] s’appuie sur une minimisation au sens des moindres carrés de l’écart en
la variableX et l’approximation tronquéẽX = ∑p

i=0 aiHi(ξ), l’ordre p étant choisi a priori. Considéronsn

réalisations{ξ(1), . . . , ξ (n)}. La transformation isoprobabiliste fournitn réalisations{X(i) = F−1
X ◦ Φ(ξ(i)), i =

1, . . . , n}. La minimisation par rapport aux coefficientsai de l’écart :�X = ∑n
i=1(X

(i) − X̃(i))2 = ∑n
i=1(X

(i) −∑p

j=0 ajHj (ξ
(i)))2 conduit au système linéaire suivant, dont la résolution fournit les coefficients{ai, i = 0, . . . , p}.

n∑
i=1

H0
(
ξ(i)

)
H0

(
ξ(i)

) · · ·
n∑

i=1

H0
(
ξ(i)

)
Hp

(
ξ(i)

)
...

. . .
...

n∑
i=1

Hp

(
ξ(i)

)
H0

(
ξ(i)

) · · ·
n∑

i=1

Hp

(
ξ(i)

)
Hp

(
ξ(i)

)


 a0

...

ap

 =



n∑
i=1

X(i)H0
(
ξ(i)

)
...

n∑
i=1

X(i)Hp

(
ξ(i)

)


La méthode de collocation calcule donc le meilleur jeu de coefficients pour une troncature a priori à l’ordrep.
L’approximation numérique résulte de la résolution du système linéaire. Des résultats similaires sont ob
terme de précision [5,7] et l’une ou l’autre des méthodes peut être utilisée dans la suite.

3. Éléments finis stochastiques en élasticité linéaire

La procédure d’éléments finis stochastiques (EFS)proposée dans cette communication s’appuie sur la mét
classique des éléments finis,dont on utilisera les notations habituelles [8]. La discrétisation des équatio
l’élasticité linéaire conduit à la résolution d’un système linéaire de tailleNddl (nombre de degrés de liberté) :

K · U = F

Dans cette équation,K est la matrice de rigidité,U le vecteur des déplacements nodaux etF le vecteur des force
nodales. Du fait de l’introduction des paramètres aléatoires, la réponse du système dans la procédure EFS
vecteuraléatoiredes déplacements nodauxU(θ) (le symboleθ rappelle le caractère aléatoire). Ce vecteur
développé sur la base du chaos polynomial [1] :

U(θ) =
∞∑

j=0

U jΨj

({
ξk(θ)

}M

k=1

)
(4)

Dans cette expression,{ξk(θ)}Mk=1 désignent les v.a.g.c.r. qui apparaissent dans la discrétisation probabilisteM

variables d’entrée,{Ψj({ξk}Mk=1)} sont les polynômes d’Hermite multidimensionnels et les vecteurs{U j }∞j=0 sont

les inconnues du problème. Notons que les développements des variables d’entrée (Éq. (1)) peuvent êtr
dans la base du chaos polynomial par une simple procédure d’affectation :

Xi =
∞∑

j=0

xi
jHj(ξi) ≡

∞∑
j=0

x̃i
jΨj

({ξk}Mk=1

)
(5)

3.1. Introduction des propriétés matériaux et du chargement aléatoires

Dans le cas déterministe, la matrice de rigiditéK obtenue par assemblage des matrices élémentaireske

s’écrit [8] :

K =
⊕

e

ke =
⊕

e

∫
Ωe

BT · De · B dΩe (6)
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où B est la matrice (déterministe) donnant les composantes de déformation en fonction des déplacements n
etDe est la matrice d’élasticité, qui peut se mettre sous la forme :

De = E
[
λ̃(ν)D1 + 2µ̃(ν)D2

]
, λ̃(ν) = ν

(1+ ν)(1− 2ν)
, µ̃(ν) = 1

2(1+ ν)

Dans cette expression,D1 et D2 sont des matrices déterministes dont l’expression est liée au problème trai
ou 3D, déformations ou contraintes planes). En développant séparément la variable aléatoireE et les fonctions
λ̃(ν) et µ̃(ν) pour chaque élément selon (5), on obtient :

De =
( ∞∑

i=0

eiΨi(ξE)

)( ∞∑
j=0

[
λ̃jΨj (ξν)D1 + µ̃jΨj (ξν)D2

]) ≡
∞∑

j=0

(αjD1 + βjD2)Ψj

({ξk}Mk=1

)
(7)

Pour obtenir cette dernière expression, on projette les produits polynomiauxΨi(ξE)Ψj (ξν) sur le chaos polynomia
Ψj ({ξk}Mk=1) [7]. Finalement, en reportant (7) dans (6), on obtient la matrice de rigidité stochastique :

K(θ) =
∞∑

j=0

KjΨj (θ) avecKj =
⊕

e

∫
Ωe

BT · (αjD1 + βjD2) · B dΩe (8)

Par ailleurs, le vecteur des efforts nodaux s’écrit :

F(θ) =
Nq∑
i=1

qi(θ)F i (9)

où Nq est le nombre de chargements,{qi(θ)}Nq

i=1 sont les paramètres aléatoires de chargement etF i les modes
de chargement (ou encore les vecteurs des efforts nodauxunitaires associés à chaque mode de chargement)

coefficients{qi}Nq

i=1 sont développés sur le chaos polynomial (5) et injectés dans (9), ce qui donne le v
aléatoire des efforts nodaux :

F(θ) =
Nq∑
i=1

∞∑
j=0

qi
jΨj (θ)F i ≡

∞∑
j=0

F jΨj (θ) (10)

3.2. Écriture et résolution du système

En utilisant les Éqs. (4), (8) et (10), l’équation d’équilibre stochastique s’écrit :( ∞∑
i=0

K iΨi

)
·
( ∞∑

j=0

U jΨj

)
=

∞∑
j=0

F jΨj (11)

Une troncature à l’ordreP des séries apparaissant dans l’Éq. (11) donne le résidu :

εP =
(

P−1∑
i=0

K iΨi

)
·
(

P−1∑
j=0

U jΨj

)
−

P−1∑
j=0

F jΨj

Les coefficients{U 0, . . . ,U P−1} sont calculés en minimisant ce résidu par une méthode de Galerkin.
minimisation est équivalente à imposer que le résidu soit orthogonal au sous-espace engendré par les
{Ψj }P−1

j=0 [1], soit E[εP Ψk] = 0, k = {0, . . . ,P − 1}. Cela conduit au système linéaire suivant :
K0,0 · · · K0,P−1
K1,0 · · · K1,P−1

...
...

KP−1,0 · · · KP−1,P−1

 ·


U 0
U 1
...

U P−1

 =


F 0
F 1
...

F P−1

 (12)
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où Kj,k = ∑P−1
i=0 dijkK i et dijk = E[ΨiΨjΨk]. La résolution du système fournit les coefficients{U j }P−1

j=0 , ce qui

caractérise complèment à l’ordreP la réponse aléatoire du système (Éq. (4)).

3.3. Post-traitements

A partir du vecteur aléatoire des déplacements nodaux, on peut calculer les déformations et contrainte
(aléatoires) dans chaque élément, qui s’expriment également sur la base du chaos polynomial [7]
symboliquementS = ∑P−1

j=0 S jΨj ({ξk}Mk=1) le vecteur regroupant toutes ces quantités. La moyennems et la

variance Var[s] d’une composantes de S s’obtiennent comme suit :ms = s0, Var[s] = ∑P−1
i=1 siE[Ψ 2

i ]. Il est
également possible d’effectuer desanalyses de fiabilitéà partir d’un calcul EFS [5,7,9]. La fiabilité des structu
[4] cherche à calculer la probabilité de défaillance d’une structure associée à un critère de défaillance
X le vecteur aléatoire regroupant les variables aléatoires d’entrée,fX( x ) sa densité conjointe de probabilité
S(X ) la réponse mécanique du système. Pour chaque mode dedéfaillance de la structure, une fonction d’é
limite g(S(X )) est définie dans l’espace des paramètres. Par convention, le domaine de sûreté est défini
Ds = {X|g(S(X )) > 0}, et le domaine de défaillance parDf = {X|g(S(X )) � 0}. La frontière{X|g(S(X )) = 0}
est lasurface d’état limite. La probabilité de défaillancePf de la structure est donnée par :Pf = Prob[g(S(X )) �
0] = ∫

g(S(X))�0 fX( x )dx. Lorsque l’on a effectué au préalable une analyse du problème par la procédur
on dispose d’une représentation de la réponse sur le chaos polynomial. Toute fonction d’état limite s’expri
de façon approchée sous la forme :g(S(X )) ≈ g(

∑P−1
j=0 S jΨj ). Par exemple, si l’on considère un état limite

service lié au dépassement d’un seuiluS par une composante de déplacementui0, on peut mettre la fonction d’éta
limite sous la forme :

g
(
S(X )

) = uS − ui0 ≡ uS −
P−1∑
j=0

u
i0
j Ψj

({ξk}Mk=1

)
(13)

Dans ce cas, la fonction d’état limite peut être considérée comme unesurface de réponse polynomialerésultant
de l’analyse EFS. On peut alors appliquer aisément la méthode FORM (First Order Reliability Method, [4]) pour
trouver l’indice de fiabilitéβ et une approximation de la probabilité de défaillancePf ≈ Pf,FORM = Φ(−β). La
simulation de Monte Carlo est également applicable à un coût de calcul raisonnable puisque la fonctig est
définie analytiquement par (13).

4. Exemple d’application : tassement d’une fondation

On considère un massif de sol linéairement élastique formé de deux couches d’épaisseur totalet = 30 m reposan
sur un substratum rigide. Deux charges sont réparties sur un segment de longueur 2B de sa surface libre. Le schém
de la fondation ainsi que les données relatives aux différentes variables aléatoires sont rassemblées sur la
variables aléatoires sont indépendantes (Tableau 1). Par symétrie, seule la moitié de la fondation a été modélis
Le maillage est constitué de 99 noeuds et 80 éléments (quadrangles QUAD4 linéaires). Le problème est
déformations planes. Les déplacements horizontaux des bords droit et gauche (symétrie) sont imposés nuls.

4.1. Analyse statistique

Dans ce paragraphe, on compare les quatre premiers moments statistiques deUA (déplacement vertical d
noeud supérieur gauche du maillage situé sur l’axe de symétrie) donnés par MEFS avec les valeurs donnée
une simulation de Monte Carlo (10000 tirages) réalisée à l’aide du couplage entre le code aux éléme
Code_Aster® et le code probabiliste PROBAN. Le tassement calculé aux valeurs moyennes estumax= −0,0913 m.
Les résultats sont donnés dans le Tableau 2. Pour obtenir de bons résultats pour les quatre premiers m
faut utiliser l’ordre 3 pour le chaospolynomial, l’ordre 2 ne permettantd’obtenir de bons résultats que pour le
premiers moments.
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Fig. 1. Schéma de la fondation – maillage associé.

Fig. 1. Sketch of the foundation – the associated mesh.

Tableau 1
Paramètres des variables aléatoires

Table 1
Parameters of the random variables

Notation Loi Moyenne CV*

E1 Lognormale 50 MPa 0,2
E2 Lognormale 50 MPa 0,2
P1 Lognormale 0,2 MPa 0,3
P2 Weibull 0,2 MPa 0,2

Notation Loi Borne inf. Borne sup.

ν1 Uniforme 0,28 0,32
ν2 Uniforme 0,28 0,32

* CV : coefficient de variation.

Tableau 2
Comparaison des quatre premiers moments statistiques du déplacement maximal

Table 2
Comparison of the first 4 statistical moments of maximum displacement

Moment Simulation MEFS

p = 2 p = 3

UA/umax 1,04 1,04 1,04
Coeff Var (en %) 23 22 23
Asymétrie −0,45 −0,42 −0,45
Aplatissement 3,39 3,28 3,39

4.2. Analyse fiabiliste

On s’intéresse à la fiabilité de la fondation en service vis-à-vis d’un critère de tassement admissible. La fonct
d’état limite (Éq. (13)) se réduit àg(U) = uS − UA. Le Tableau 3 rassemble les valeurs de l’indice de fiab
pour différents seuilsuS . Les valeurs de référence sont obtenues à l’aide d’un couplage mécano-fiabiliste entre
Code_Aster® et PROBAN. La méthode FORM a été utilisée pour calculer les indicesde fiabilité. Tout comme pour
les moments, les meilleurs résultats sont obtenus avecl’ordre 3 du chaos polynomial. Les indices de fiabilité s
bien approximés sur une grande plage de valeur, ce qui prouve que la méthode permet d’avoir une répon
même dans les queues de distribution (i.e. fort indice de fiabilité ou encore très faible probabilité de défail
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Tableau 3
Indice de fiabilitéβ pour différents seuils

Table 3
Reliability indexβ for different thresholds

Seuil βref βMEFS

(m) FORM p = 2 p = 3

−0,10 0,3353 0,3195 0,3286
−0,12 1,1683 1,1553 1,1662
−0,15 2,2470 2,2634 2,2496
−0,20 3,7038 3,8483 3,7334
−0,25 4,8632 5,2171 4,9510
−0,30 5,8171 6,4388 5,9911

5. Conclusion

Cette Note présente une méthode aux éléments finis stochastiques développée dans le cadre de la mécan
linéaire. La méthode s’appuie sur une double discrétisation du problème aux limites, dans l’espace p
(comme pour les éléments finis classiques) et dans l’espace de probabilité. On obtient une représentatio
intrinsèque de la réponse (ici, le vecteur des déplacements nodaux) comme développement sur une ba
polynômes de gaussiennes. Les résultats peuvent être exploités pour des analyse de sensibilité et de fiabilit
un coût de calcul marginal négligeable. Les exemples d’application présentés ici et dans d’autres publications
7,9] montrent que la méthode est précise à condition d’utiliser des développementpolynomiaux à l’ordre 3 de
variables d’entrée et de la réponse.

Les travaux en cours cherchent à proposer des méthodes de calcul alternatives des coefficients de la répo
qui ne nécessiteraient pas l’assemblage et la résolution du système (12), mais plutôt un certain nombre d
déterministes judicieusement choisis. Cette approche ouvrira la voie pour aborder des problèmes de mécan
probabiliste non linéaires.
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