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Résumé

L'extension de la méthode particulaire anisotrope au cas des fluides visqueux est proposée. L'équation de transport des
moments est modifiée pour prendre en compte les effets de la viscosité du fluide. Le terme de diffusion est calculé avec la
méthode PSE et la définition des moments. Cette modificatioi®gedtion de transport des monis introduit gés moments
géométriques et leur équation de transport. La méthode particulaire anisotrope a été comparée a la méthode particulaire classique
en étudiant la dynamique dewetourbillons co-rotatifsPour citer cet article: A. Beaudoin et al., C. R. Mecanique 332 (2004).
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Abstract

Anisotropic particle method for viscous flows.The anisotropic particle method has been extended to the case of viscous
flows. The moment transport equation is modified to account for viscous effects. The diffusion term has been evaluated by using
the PSE method and the particle moments. The modified transport equation includes geometrical moments for which a specific
transport equation has been introduced. The study of the evolution of two corotating vortices allowed the comparison of the
anisotropic particle method with the usual particle methmlcitethisarticle: A. Beaudoin et al., C. R. Mecanique 332 (2004).
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Abridged English version

The two-dimensional flow of an incompressible viscous fluid is governed by the Navier—Stokes equations, the
vorticity-velocity formulation of which is given by Egs. (1) and (2). In the anisotropic particle method introduced
in [1], a particle; is defined by its locatiom; and the moments of the part of the vorticity represented by this
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particle. These momentg!  are defined by Eq. (3). The expression of the moment transport equation is given by
Eq. (4).

For a viscous fluid, the integral of the vorticity transport equation which appears in the right-hand side of the
previous equation is not zero. The first step of the evaluation of this integral consists in replacing the diffusion
operator by an integral operator as in the particle stteegthange method [2,3]. The diffusion operator is then
defined by Eq. (6). The second step consists in discretising this integral operator by means of gartithes
geometrical moments denote],,, and defined by Eq. (9), appear in this discretisation. They account for the
particle shape distorsion due to the flow. A specific transport equation was derived for these geometrical moments
(Eqg. (11)). The building of a smooth approximation of the vorticity field from the particles has to be modified in
order to take advantage of the knowledge of the momafits. By using a Taylor expansion for the smoothing
functioné&, (Eqg. (13)), the definition of the moments and the definition of the particles, this modified approximation
of the vorticity can be formulated by Eq. (14).

As in [1], the present method has been applied to the study of the evolution of two co-rotating vortices. The
particles moment were accounted for up to second order. The viscosity of the fhaisl been fixed to 0.01. The
initial computational domain is a 18 10 square. The initial vorticity field is defined by Eq. (15). It has been
discretised by means of a square grid with uniform gathnging from 0.06 to 0.20. Eadhx & cell constitutes
one particle. The resulting number of particles varieaf2652 to 28 056. For the anisotropic particle method, the
evolution of the particle?; is governed by Eqgs. (16) to (24). A fourth-order Runge—Kutta scheme was used for
the time integration of the convective part of the vorticity transport equation and an Euler explicit scheme for the
diffusive part. The two components of the velocity have been computed with Egs. (25) and (26).

To compare the accuracy of the anisotropic partietghod and that of the usual particle method,tRerrorEr
defined by Eg. (27) has been computed on a grid. For the evaluation of the vorticity field, the smoothing function
& was defined by Eq. (28). A reference solution was patad using the usual particle method and a grid path
h =0.06. In Fig. 1, the vorticity isovalues have been plotted for the reference solution. In Fig. 2, thErewibn
respect to time has been reported for two initial discretisatiohs= 0.10 andz = 0.20 for the two methods. It
was observed that the acuracy of the results obtained with the present method was improved: a smaller number of
particles was used although these results were obtained at the expense of an increased complexity.

1. Introduction

Dans une premiére Note [1], une méthode particulaire basée sur la notion de moments a été présentée pour
simuler I'’écoulement d’un fluide parfait incompressibDans cette méthode, les particules sont non seulement
définies par leur position et leur circulation mais aussi par les moments de répartition de la vorticité interne a la
particule. Une équation de transport est associée a ceents. L'extension de cette méthode a des écoulements de
fluide visqueux incompressible est proposée dans cette note. La prise en compte de la viscosité du fluide introduit
un nouveau terme dans I'équation de transport des moments. Ce terme est égal a l'intégrale de I'opérateur de
diffusion appliqué au tourbillon sur la particule. L'évaluation de ce terme est réalisée en deux étapes : la premiére
consiste a calculer I'opérateur de diffusion avec la méthode PSE [2,3] et la seconde a discrétiser cette intégrale en
introduisant les moments associés aux particules.

2. Méthode des moments

L'écoulement bidimensionnel d’'un fluide réel incompressible est régi par les équations de Navier—Stokes, qui
s’expriment en formulation vitesse tourbillon, ) :

Jw

a7 +U-V)o=vAw (1)
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V.u=0 )

Dans la méthode des moments [1], les particl®esont definies par une position moyeme= (x;, y;) et des
momentsy},, caractérisant la répartition de tourbillandans la particulé®;. Ces moments sont définis par :

Mrllm = / o) —x)"(y — y)"dx"dy’ 3)

A ces moments, on associe une équation de transport dont I'expression est :

WMoy —/(X’ —x)"(y — mm(aa)(r iy (U(f’)w(f'))> dx’dy’

d ot

u(r;) ou(r;) av(ry) av(ry)
n— =M L rll—lm-i-l+mTMrlzm m— =My 11 (4)

Dans le cas d'un fluide visqueux, I'intégrale qui apparait dans cette équation estiptéelle est ici non nulle
et I'intégrand s’exprime en fonction de I'Eq. (1) :

Hrim = /(x’ —x)"O = y)"vAw()dx'dy’ )
oj
Pour calculer cette intégrale, on va d’abord approcher I'opérateur de diffusion par un opérateur intégral comme
dans la méthode PSE. Nous utilisons le noyau de I'équation de la cigleamme dans [2]. Cela donne pour
I'opérateur de diffusion :

VAw(r') = %/'H(r —r’)(a)(r)—w(r’)) dx dy (6)
R2
avec
Hoy= exp(— e ) @)
A vét 4vét
En injectant cette expression dans I'Eq. (5), on obtient :
Hy= 5 [0 =00/ =30 [ =)o) o) drdyar'dy ®)
e RZ

Lintégrale sur le domain®&? est discrétisée en particules tourbillonnaires. Dans cette discrétisation, il apparait les
momentsM;,, mais aussi des moments geometriques n6tgs:

Gy = f (' = x)"(y' — yi)" dx'dy’ 9)

Ces moments géométriques représentent la distorsion de la forme des particules résultant des déformations qu’elles
subissent au cours de leur histoire. La forme discretd fles’écrit alors :

, 1 S S
Hrlnn = 5 ZH(ri - rJ')(GizmMéO - Mrlsz{JO) (10)
J

Une équation de transport doit étre aussi formulée pour le moaignt Elle est construite de fagon similaire a
celle du momenss},, [1] :

dG;m_ ou(ry) ; ou(ry) ; av(r;) av(ry)

dr =n 9x nm T 8y nflm+l+mTG:1m+mT n+lm—1 (11)
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La méthode des moments est complégiée I'introduction des moments dariévaluation du champ tourbillon-
nairew. Classiquement le champ tourbillonnaire, est donné par :

o(r) = Z“’i avecw; = / ()& —r'ydx’dy’ (12)
i s
avecé, une fonction réguliere qudépend du parameteeet dont la limite, quand tend vers 0 est la mesure de
Dirac. Elle est développée par rapport & la position moyende la particuleP; a I'ordre 3 :

(_1)a1+a2 8a1+a2§
E(r—r') = Z arla! 8x0!18ya€2 (r —ri)(x’—xi)“l(y/—y,»)“Z+O(|r - ri|3) (13)
a1+an<2 e

Dans I'expression du champ tourbillonnadisgla fonctioné, et ses dérivées peuvent étre extraites de l'intégrale. En
se rappelant la définition des moments et celle de la position moyenne de la p&ti@idrouve I'approximation
suivante, du champ tourbillonnaice:

' 52 52
w(r)=ZM50§e(r r)+M113 ie( —r)+ > (Mzoa%(r ri) + Mg, %(r r)) (14)

3. Application numérique

Le modele est appliqué a I'étude de deux tourbillons co-rotatifs avec une viscat®,01. A I'instant initial
le champ tourbillonnaire est donné par :

w(r) =exp(—2|r —ry|) +exp(—2|r +r1]) avecr;=(2,5,0) (15)

Le domaine tourbillonnaire est un carré de chté 10 discrétisé en particulg;. Le support associé a chaque
particule est un carré de cotéqui varie de 0,06 a 0,2 faisant évoluer le nombre de particules de 2652 a 28 056.
Dans cette validation, les moments ont été pris en compte jusqu’'a l'ordrei(< 2). L'évolution d’une particule

P; est donnée par le systéme d’équations suivant ;

a = U (16)
dMi,

o ot ZH(“ — 11)(GooMgo — MgoGio) 17)
dm; au(r,») ; 3v( ) o L

dtll ~ oy Moz + Mo+ (Mo~ MOZ e Z H(ri = 1) (G11Mpo — M11Gpy) (18)
dM3, qu(ry) . du(ri) ;o Do
dm}, du(ry) . ov(r) o L

dr = 2( dy M02+ ox Mll) + Mll 2 + ZH(rI - rj)( OZMCJJO - M02G60) (20)
dGi,

=0 21

dt (21)
dGiy  du(ry) ;v P i\

& = oy Coat g Gt (Go— Goo) 1 (22)
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dGi, qu(ry) . oury) Wi

=2 Ghy+ —=G, )| — Gi,— 23
o ( oy 20T 3y 11) 15 (23)
dGi, qu(r;) ., du(r) . Wi

=2 L+ —LG! Gii— 24
ar ( 3y 02t 5 11)"‘ 15 (24)

Pour la discrétisation en temps de ces équations tiigeuun schéma de Runge—Kutta d’ordre 4 pour la partie
convective et un schéma d’Euler explicite d'ordre 1 poupdatie diffusive. Les valeurs initiales des moments
sont : My = w(ri)h?, Mhy = w(ri)h*/12, M}, = o(rh*/12, Mi, = 0,Gi, = h?, GLy = h*/12,GL, = h*/12,
G"ll = 0. On rappelle [1] que les composantes du champ de vitesse a la position y) sont approchées par :

. ) Mi _Mi
ury =Yy~ <M50+ BTl ORI O y,-)z))

27| —r;|? r—ri4
+ ﬁ((x —xi)? = 3(y — y)?) MY, (25)
v =37 ﬁ(mﬁo— Aff‘)_;rf_‘ffz(sw — )P x,->2)>
- ﬁ((y —y)% = 3(x — xi)?) My, (26)

Pour comparer la méthode des moments avec la méthode particulaire classique qui ne prend en compte que les
moments d’ordre 0, nous avons calculé I'erré&ltrde normelL? :

Zi,j (wref(Xi, j) — wnum(Xi, j ))?

2 ..
i,j wref(xlsj)

Er = (27)

oU wref(X;, ;) est la valeur de tourbillon de référence, sur les noeuds d’une grille ROpést wnum(X;, ;) est la
valeur de tourbillon calculée avec la méthode des mon{&ats(14)) ou la méthode partitaire (Eq. (12)) sur les
mémes noeuds de la grille. Dans le calculathamp tourbillonnaire, la fonctiofn est définie par :

1 r2
&= ) eXP(—?) (28)

5-4-3-2-101 2 3 45
X

Fig. 1. Isovaleurs de la vorticité obtenues aw@sdlution de référence a deux instants : {A)0; et (B)z = 30.
Fig. 1. Vorticity isovalues for the reference solution at 2 times:#A)0; and (B)r = 30.
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Fig. 2. ErreurEr de normeL?2 obtenue avec la méthode particulairdaeméthode particulaire anisotrope.
Fig. 2. Error of normL2 for the 2 methods.

La simulation a été réalisée sur 300 pas de tefnps0,1. Pour une valeur de maille= 0,06, les deux méthodes
redonnent les mémes résultats. Cette simulation constitwéution de référence. On a représenté sur la Fig. 1 les
isovaleurs de la vorticité de la solution de référence a deux instants et sur la Fig. 2 I'évolution de Eerpzur
rapport au tempspour les deux méthodes et pour deux valeurs de maile$,1 et 0,2. Pour ces deux valeurs, on
constate que le modéle donne une eriumoins importante que celle de la rhétle particulaire. Cette remarque
reste valable pour les autres valeurs de maille utilisées.

4. Conclusion

Comme pour la simulation d’'un écoulement de fluide parfait, la méthode particulaire anisotrope permet
d’obtenir une meilleure précision avec un nombre restreint de particules. Ce gain est contrebalancé par une plus
grande complexité, donc un co(t de calcul plus élevé. La méthode présente toutefois I'avantage d'étre construite
dans un cadre qui permet en principe de fixer I'ordre de la précision arbitrairement en introduisant des moments
supplémentaires. Une particularité de la prise en cerdptla viscosité est la nécessité d'introduire des moments
géomeétriques. Celadique qu’une meilleure connaissance de la déftionales particules est a priori nécessaire
deés lors que I'on veut s’intéresser aux moments d’ordre supérieur ce qui n’était pas le cas pour un probléme de
convection pure, au moins pour des écoulements plans.
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