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Résumé

Dans cette Note, nous présentons une aralgsstabilité temporelle linéaire des é@uknts symétriques en zone d’établis-
sement en canal a partir de la résolution de I'équation d’Orr—Sommerfeld par la méthode spectrale de collocation de Chebyshev.
La solution de base considérée est présentée sous forme analytique et correspond a des profils Iégérement perturbés par rapport
au profil de Poiseuille. Nous montrons en particulier que fenfoet I'amplitude de ces profils sont déterminantes pour leur
stabilité.Pour citer cet article: A. Hifdi et al., C. R. Mecanique 332 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Linear stability of nearly parallel symmetric flows in a channel. In this Note, we present a temporal linear stability
analysis of symmetric developing flows slightly perturbed from Poiseuille flow. The Chebyshev spectral collocation method is
used to resolve the Orr—Sommerfeld equation. For the main flow, the solution considered is analytic. The results of the stability
study depend essentially on the shape and amplitude of the velocity profiles imposed at the chanfiel @teithis article:
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Abridged English version

The study of the pipe entrance flow stability is a relatively classical theme for which extensive analytical in-
vestigations have been performed by [1-6]. However,temporal linear stability of channel entrance flow is an
unresolved issue. We approach in this Note this topic.

Before proceeding to the stability problem, attention is first given to the main flow in order to give some details
on its analytic solution that we havstablished in a recent paper [9]. Tlsiglution is based on the hypothesis of
small disturbances from fully developed flow and it is valid for intermediate Reynolds numbers. The disturbances
are separated into symmetric and antisymmetric eigenmodes of the velocity. In a second step, we deal with the
linear stability of this main flev taking into account the nearly paralledft assumption. The stability problem for-
mulation leads to Orr—Sommerfeld equation. This equasdhen resolved using Chebyshev spectral collocation
method [11]. To validate this numerical method, we have found some classical results reported by Orszag [12] and
Dongarra et al. [16] when the main flow is supposed to be Poiseuille flow.

To illustrate our study of stability, the complete solutions of two main flows in the zone of entrance are obtained
from Eq. (7) when we use two samples of the entry symmetric velocity profiles slightly perturbed from Poiseuille
flow (cf. Figs. 2 and 3). It is shown that its stability essentially depends on the shape of the velocity profile imposed
at the channel entry (cf. Figs. 4 and 5). Eigenvalues spectrum of these profiles are shown in Figs. 6 and 7 at a sample
of entry zone station and comparexdthe spectrum of Poiseuille flow supposing the Reynolds number and wave
number equal 10000 and 1 respectively (cf. Fig. 1). Finadlgurround the influence of each symmetric perturba-
tion modes of the Poiseuille flow on the stability of entry flow, we superpose them to Poiseuille profile separately
when they are weighted with a positive real amplification coefficient. We study then its stability (cf. Fig. 8). They
are most unstable as the amplification coefficient increase.

1. Introduction

Pour les écoulements en conduites, les problémesatiditt des écoulements d’entrée presque paralléles ont
suscité beaucoup d'intérét depuis les années 70 du siécle dernier [1-6]. Ces travaux, a caractere expérimental [3] ou
numeérique [1,2,4-6], ont porté sur la détermination dessffe perturbations axisymétriques ou non sur la stabilité
de ces écoulements. Pour les approches numériques, ledfgnfrée considéré est généralement celui de Sparrow
[1,2] ou celui de Hornbeck [4,5]. Les résultats numériques ne sont comparables aux observations expérimentales
que pour ce dernier profil.

Pour I'écoulement en canal, seules des solutions numériques pour de faibles perturbations symétriques de
I’écoulement de Poiseuille sont proposées [7,8] pour dédes écoulements d’entrée. L'aspect relatif a I'étude de
la stabilité de ces écoulements n'a pas eaca notre connaissance, été abordé.

Dans ce travail nous rappelons, dans un premier temps la méthode de résolution analytique que nous avons
développée dans [9], pour la détermination des profils de vitesses relatifs aux écoulements d’entrée en canal dans
le cas ou les profils imposés sont Iégérement perturbésapport a I'’écoulement de Poiseuille. Cette approche
se base sur la résolution d’'un probléeme aux valeurs propres obtenu a partir d’'une forme linéarisée des équations
de Navier—Stokes [10] correspondant & des nombres de Reynolds dits intermédiaires et a un rapport des longueurs
caractéristiques transversale et longitudinale des perturbations trés petit devant un. Ces solutions analytiques per-
mettent, d’'une part, d'accéder a un large spectre de mpdmpres et de distingueed modes symétriques des
modes antisymétriques et d’autre part, de mettre en évedénfiuence des modes antisymétriques sur le rétablis-
sement de I'écoulement [9].

Dans une seconde étape, nous procédons a une analystakdlité linéaire tempetle de ces écoulements
d’entrée. Les solutions de base, considérées dans le cadre de cette analyse sont, bien sir, celles rappelées dans
la premiére partie de ce travail. Néanmoins, nous nous limitons, dans un premier temps, aux cas ou celles-ci
sont symétriques. Par ailleurs, les perturbationsefesolutions de base que nous écrivons sous forme d’ondes
de Tollmien—Schlichting, sont supposées bidimensionnelles et de nature visqueuse. L'équation classique d’Orr—
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Sommerfeld, que nous obtenons dans cesditions, est résolue par la méthode spectrale de collocation de
Chebyshev [11]. Les travaux d’Orszag [12] portant sur la stabilité linéaire de I'écoulement de Poiseuille en Canal,
nous permettent dans un premier temps, de valider les résultats obtenus. Par la suite, nous présentons les résultats
dégagés a partir de I'étude de stabilité de quelques écoulements d’entrée symétriques légérement perturbés par
rapport celui de Poiseuille. Nous véaifis alors, que ces résultats varient d’un profil & un autre et dépendent en fait

de leur forme et de leur amplitude. Ceci nous a conduit, en péigica cerner I'effet déabilisateur des différents

modes de perturbation de I'’écoulement de Poiseuille lorsqu’ils sont superposés séparément a celui-ci.

2. Solution analytique de I'écoulement de base

Dans le systeme de coordonnées cartésietwies™), on considére I'écoulement d'un fluide visqueux incom-
pressible situé entre deux plans paralléles d’équatibash et y* = —h que I'on suppose légérement perturbé par
rapport a celui de Poiseuille. Pour cela, on pogé = U;;(y) +u*(x,y), V¥ =v"(x,y) et P* = P§(x)+ p*(x,y)
ou U;‘;(y) et P5(x) sont la vitesse et la pression de I'écoulement de Poiseutllg, y), v*(x, y) et p*(x, y) sont
respectivement les perturbations des vitesses longitudinale, transversale et de la pression.

Pour I'écriture adimensionnelle des équations de Navier—Stokes correspondant a cet écoulement, on se place
dans le cadre de I'approche qui consiste a supposer que teshagions sont de faibles amplitudes, le paramétre
de formee « 1 (e étant le rapport entrk et la longueur axiale caractéristigliede la perturbation) et le nombre
de ReynoldsRe = eUph/v intermédiaire {p et v sont respectivement la vitesse moyenne de I'écoulement de
Poiseuille et la viscosité cinématique du fluide). La paseconsidération de ces hypotheses permet alors d’abou-
tir [10], en premiére approximation et en absence des forces volumiques, a la forme adimensionnelle linéaire des
équations de Navier—Stokes suivante :

2
Re(U,,a—u+v%)=—a—p+a—z, a_p:O (1a,b)
ax ay ax  dy dy
Les conditions aux limites em de ce systeme, traduisant I'adhérence du fluide aux pareisl ety = —1,
s'écrivent iu(x, 1) = u(x, —1) = v(x, 1) = v(x, —1) = 0. On considere qu'a I'entrée du canal=£ 0) est imposé
un profil de vitesse axial&,(y) qui vérifie U,(1) = U,(—1) =0 et f_ll U.(y)dy = 4/3 (les perturbations de
vitesses sont alors de débit nul).

L'objet de ce qui va suivre, concerne la détermination des solutions analytiques du systéme (1a,b). Pour ce faire,
on y introduit, comme cela est le cas dans les travaux [7,8], la fonction de courant de la pertubhation) =
@ (y) e ** ou le coefficientr est un réel positif. On obtient ainsi :

2@ (y)+aRe(l—y?>) @D (y) + 20 Rey® (y) = € dp/dx )
oud®(y) =d'®(y)/dy’. Les conditions aux limites s’écriventd (1) = & (—1) =0 etd D (1) = oD (—-1) = 0.
Cette équation ou le second membre est obligatoirement constantgermet d'écrire le gradient de pression
de la perturbation sous la forme pfdx = ke~ **. Elle permet de plus, de vérifier que les profils de vitesses
antisymétriques induits par la perturbation sont obsendesggradients de pression nuls pour celle-ci [7]. Enfin,
en considérant la dérivée de cette équation, on obtient le probléme aux valeurs propres suivant :

@ (y) +aRe(1—y») @@ (y) + 2«Re®(y) =0 ©)

dont la résolution, par des méthodes numériques, a di¢jeobjet de nombreux travaux notamment dans [7,8].
Il a déja été établi [9] que la solution analytique de cette équation peut s'écrire :

y y
oD (y) = y/t@(t) dr — y\/ﬂ/Z/ F(t/V2)0 ()12 — 1) e"/2dr + 2¢1y
0

0

y
+{Wa/2F (y/VD) - e71?) {62 + / Ot - 1) e—'Z/Zdr} 4)
0
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Tableau 1

Les valeurs propres; Rede I'Eq. (3)

Table 1

The eigenvalueg; Re of Eq. (3)

Modesi Antisymétriques Symétriques
1 21,67960 28,22083
2 73,30818 86,28399
3 156,64606 175,93671
4 271,84257 297,34978
5 418,95346 450,60010
6 598,00650 635,73381
7 809,01696 852,77493
8 1051,99528 1101,74256
9 1326,94734 1382,64954

10 1633,87888 1695,50541

11 1972,79208 2040,31744

12 2343,69121 2417,09136

avec :F(y/v2) =/2/n foy ¢’/? dt, c1 etcp sont des constantes. L'expression de la fonctiqn) est :

y/B y/B
@(y)=kﬂ3\/n/2{ﬂ(a,y/ﬂ)/tﬁ(a,t)dt—ﬁ(a,y/ﬂ)/tﬁ(a,t)dt}+d1ﬁ(a,y/ﬂ)+dzﬁ(a,y/ﬁ) %)
0 0

olla =—+/aRe/a, B =+2@Re)"Y4/2, ii(a,y/B) eti(a, y/B) sont des fonctions cylindriques [13]; et d-
sont des constantes.

En conséquence, la perturbation de la vitesse axiale @6t,y) = @V (y)e~**. Notons que ce profil est
symeétrique st = 0 et antisymétrique pous = 0.

L'indépendance desbl.(l)(y) i=1273,...,n) permet de dégager, grace au procédé de Gram-Schmidt
[14], deux bases de fonctions propres orthonormées symétrigffe¥y) et antisymétriquesb P®%(y) (i =
1,2,3,...,n) associées respectivement aux valeurs propt&e et «°Re que nous rappelons dans le Tableau 1.

Compte tenu de ceci et de la nature linéaire du systémb)(la composante axiale de la vitesse de la pertur-
bation s'écrit :

n n

1 —a 1 o8

ux,y) =Y @G + Y foN(y) e ©)
i=1 i=1

oly; =1 uS()@(y) dyl/2 et = [ /1, u5(») @ V() dyl/2. Les fonctionsiS(y) etu?Xy) sont respecti-

vement définies parn(y) = [u(0, y) + u(0, —y)1/2 etud(y) = [u(0, y) — u(0, —y)]/2. La solution compléte de
I’écoulement dans le canal s’écrit alors :
Ux,y)=1-y*+u(x,y) (7)

Les écoulements ainsi définis sont de nature presque paralléles dans la mesure ou, d’'une part, la composante
transversale/ de la vitesse reste négligeable devant la composante dxiaed'autre part, les variations de
aU/ox restent faibles devant 1 [15].

3. Etude de stabilité linéaire

Pour I'étude de la stabilite linéaire temporelle des écoulements d’entrée en canal définis dans la section pré-
cédente dont la vitesse axiale est donnée par I'Eq. (7), nous poson8 =U +u', V=v etP =P + p/
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Fig. 1. Spectre de I'écoulement de Poiseuille. Fig. 2. Evolution de I'écoulement 1 dans la zone d'entrée.
Fig. 1. The spectrum for plane Poiseuille flow. — U, y),---1Up(y), 000 : U(0, y) impose.
Fig. 2. Evolution of the flow 1 in the entry zone.
ouu =0H/dy, vV =—0H/dx et p’ définissent respectivement les perturbations faibles en terme de stabilité
y p

de la vitesse axiale, transversale et de la pression. L'analyse en modes normaux de ce probleme de stabilité
(H(x,y, 1) = G(y) =) conduit & I'équation d’Orr—Sommerfeld suivante :

AG =cBG, G(+£1)=D'G(+1)=0 (8)

ol A= RYD?—132)% —iAU(D? — 22) +iAD2U, B = —ir(D? — 22) et DO = di/dy’. » (réel positif) etc
(complexe= ¢, +ic;) définissent respectivement le nombre d’ondes et la vitesse de propagation. Notons au passage
que le nombre de Reynold® correspondant a ces perturbations est, de fagcon similaire a celle développée plus
haut, défini paiR = Ugh?/L1v ol L1 est la longueur axiale caractéristique de la perturbation en terme de stabilité
et Ugp la vitesse moyenne de I'écoulement de base. Pauall@our nous placer dans le cadre le plus général des
perturbations de nature bidimensionnelles, on considére le cdg etk [15]. Ceci méne donc & la définition
suivante du nombre de Reynolfts= Uph /v.

Pour la résolution de I'Eq. (8), nousilisons la méthode spectrale de collocation de Chebyshev. Des précisions
concernant cette méthode sont explicitées dans I'ouvrage de Canuto et al. [11].

Dans le but de valider le code de calcul nous avons considéré le cas ou I'écoulement de base est celui de
Poiseuille. Dans ce cadre, le tracé de la courbstalgilité marginale nous pmet, lorsque le nombrd de noeuds
de Chebyshev est égal a 80, de retrouver le résultat classique pour cet écoulement portant sur les valeurs du nombre
de Reynolds critiquk. et du nombre d’ondek. correspondantl. = 57722223 1. = 1,02055). Par ailleurs et
pour le cas olR = 10* et A = 1, nous retrouvons, lorsqué = 100, les résultats du Tableau 5 d’Orszag [12] en
plus de la valeur propre extra correspondant=20,2127257823- 0,1993606947i qui est de nature impaire et
dont I'existence a déja été signalée par Dongarra et al. [16] (cf. Fig. 1).

4. Résultats et discussion

(i) Pour I'illustration proprement dite des résultats de I'analyse de stabilité concernant les écoulements symé-
trigues en zone de rétablissement, nous considérons les deux profils d’entrée, représentés sur les Figs. 2 et 3 et pour
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Fig. 3. Evolution of the flow 2 in the entry zone when the pro- for the flow 1.
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Fig. 5. Critical Reynolds and wave numbers axial distribution Fig. 6. The eigenvalue spectrum for the flow 1 at
for the flow 2. x/2Re=0.007.

lesquels les évolutions axiales sont naturellement déterminées a partir de I'Eq. (7). Pour ces deux écoulements (que
nous identifions dans la suite par écoulements 1 et 2), le tracé des courbes de variation des nombres de Reynolds
critiquesR. en fonction dex /2 Re permet de vérifier que le premier est plus stable que I'écoulement de Poiseuille
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Tableau 2

865

Evolution des grandes valeurs depour les écoulements 1 et 2 lorsgRe= 10%etr=1

Table 2

The evolution of great values of for flows 1 and 2 wherR = 10* andi = 1

x/2Re

Cil

Ci2

Cip

0.001
0.003
0.005
0.007
0.009
0.011
0.013

—0.002164765
—0.001328792
—0.000607159
+0.000013523
+0.000545831
+0.001001405
+0.001390637

0.011518739
0.006866078
0.005468621
0.004881740
0.004580653
0.004404140
0.004289672

0.003739670
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Fig. 7. Spectre des valeurs propres de I'écoulement 2 aFig. 8. Stabilité des douze premiers modes symétriques

x/2Re=0.007. superposés séparément au profii de Poiseuille lorsque
Fig. 7. The eigenvalue spectrum for the flow 2 at 0001<ar <01
x/2Re=0.007. Fig. 8. Stability of the first twelve symmetrical eigen-

modes superposed separately to Poiseuille profile when
0.001<ay <0.1.

alors que le second I'est moins (cf. Figs. 4 et 5). Ceci e mettre en évidence I'influence de la forme du profil
a I'entrée sur la stabilité de I'écoulement.

(i) Pour une étude plus détaillée de amipléme de stabilité, et dans le but de pouvoir se référer aux résultats
correspondants a I'écoulement de Poiseuille en canal§l,2pous considérons les spectres de ces deux écoule-
ments lorsquek = 10* etA = 1. L'analyse de ces spectres, lorsque [—1, 0.2] etc, € [0, 1], permet de dégager
un ensemble de remarques dont notamment le fait queugi&tae profil est instable depuis I'entrée alors que
le premier ne le devient qu'a partir dg2Re = 0,007. Ce résultat peut étre constaté sur le Tableau 2 ou nous
avons reporté les évolutions, en zone d’entrée, des valeurs, les plus grandepode chacun de ces écoule-
ments ainsi que leur équivalen}, pour le profil de Poiseuille. Par ailleurs, la représentation de ces spectres pour
x/2Re= 0,007 (cf. Figs. 6 et 7) permet de constater que dans le cas du premier écoulement (respectivement du
deuxiéme écoulement), la branche S tend vers celle de Poiseuille par valeur supérieure (respectivement par valeur
inférieure). Enfin et pour cette méme station, nous olwserque la dégénérescence de la branche P correspondant
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al'écoulement 1 est a peine entamée alors que pour I'écoulement 2, elle est presque compléte. Ces remarques sont
en accord avec la conclusion dégagée dans le paragraphe précédent et constituent une description qualitative de ce
probléme de stabilité.

(iii) Dans une derniére étape et pour cernenflience de chacun desodes symétrique@(()l.l)s(y) (i=
1,2,...,12) de perturbation du profil de Poiseuille sur la stabilité des écoulements en zone d’entrée du canal,
nous avons considéré les cas ou chacun de ces modes, que nous avons pondéré d'un coefficient d’amplification
réel et positifa 7, est superposé séparément a I'écoulement de Poiseuille. Les calculs montrent que leur stabilite
dépend de leur rang et du coefficientqui leur est associé (cf. Fig. 8). Nous vérifions en particulier que le nombre
de Reynolds critique pour chaqueode diminue lorsque son amplitudg augmente. Notons & ce niveau que le
fait de considérer une distribution discréte des valeuts,deermet d’une part, d’envisager la possibilité d'étudier
la stabilité de profils de vitesses en zone d’établissement autres que ceux considérés plus haut et d’autre part, de
disposer d’'un protocole de contrdle des écoulements symétriques en zone d’entrée.

5. Conclusion

Dans cette étude, nous avons mis en évigd'intérét de la disponibilité dsolutions analytiques des écoule-
ments d’entrée en canal pour I'étude de leur stabilité. Ledtedsyprésentés permettent de relever I'influence de la
forme des profils considérés sur I'apparition des infitéb en zone d'établissement. Par ailleurs, nous sommes en
mesure de caractériser, et par la suite de contrdler I'apport de chaque mode de perturbation symétrique du profil de
Poiseuille dans ce processus. Enfircantrairement au cas des écouletmsatientrée en conduite ou I'on se limite
aux profils de Sparrow et de Hornbeck, il est possible d’envisager, a partir de nos résultats, un spectre suffisamment
large de profils d’entrée en canal et d’étudier leur stabilité.
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