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Résumé

Le but de cette Note est de proposer de nouveaux modèles diffusifscapillaires de type Korteweg et d’analyser leurs propriété
mathématiques. Plus précisemment, on propose quelques modèles visqueux qui fournissent une information supplémentaire
le comportement de la densité au voisinage du vide. On prouve en fait qu’une certaine relation de compatibilité entre la
et la capillarité induit de la régularité surune quantité liée à la densité. On obtient ainsi une égalité non triviale provenant de
structure particulière de l’équation de quantité de mouvement. Cette Note étend des travaux précédents réalisés par les au
sur le modèle de Korteweg (avec coefficient de capillarité constante) et sur les équations de Saint-Venant avec tension
Pour citer cet article : D. Bresch, B. Desjardins, C. R. Mecanique 332 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Some diffusive capillary models of Korteweg type. The purpose of this Note is to propose new diffusive capillary mode
of Korteweg type and discuss their mathematical properties. More precisely, we introduce viscous models which prov
additional information on the behavior ofthe density close to vacuum. We actuallyprove that if some compatibility conditions
between diffusion and capillarity are satisfied, some extra regularity information on a quantity involving the density i
able. We obtain a non-trivial equality deduced from the special structure of the momentum equation. This Note generalizes t
some extent the authors’ previous works on the Korteweg model (with constant capillary coefficient) and on the shallo
equation.To cite this article: D. Bresch, B. Desjardins, C. R. Mecanique 332 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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Abridged English version

Classical models of fluid–fluid systems treat the interfacial region between two fluids as an infinitely t
sharp, dividing surface and endow it with properties such as surface tension. The equations of motion are
separate domains and the interface, where appropriate boundary conditions are applied, must be tracked explici
In diffuse-interface theory, the interfacial region is represented by continuous variations of an order parame
as the density in a way consistent with microscopic theories on the interface. The excess quantities, ra
being defined on a two-dimensional surface, are distributed throughout a three-dimensional layer. The equation
of motion, modified to take account of the presence of this layer, apply over the entire domain. The form
of the theory of capillarity with diffuse interfaces was first introduced by Korteweg a century ago, [1]. In [
they give the formulation of such Korteweg system and formally prove that asymptotically the diffuse-in
equations represent the classical, sharp-interface system. In an appendix, theyformulate general diffuse-interfac
equations that account for thermal and viscous dissipation. The purpose of this note is to propose and dis
diffusive capillary models of Korteweg type. More precisely, we prove that particular viscous capillary m
exhibit some additional information on the density. That means we prove that if some compatibility conditions
between diffusion and capillarity are satisfied, then we can obtain an information on an extra velocity dep
on the density gradient. This extra regularity may allow us to control the degeneracy of the models close to
as in [3–5]. The reader interested by a pioneering paper oncapillary models is referred to [1]. See [2] for a compl
review paper. In this Note, we consider, in a periodic domainΩ = T N (N being the space dimension), the followi
compressible system

∂tρ + div(ρu) = 0 (1)

∂t (ρu) + div(ρu ⊗ u) − 2 div
(
µ(ρ)D(u)

) − ∇(
λ(ρ)divu

) − σρ∇(
Ψ ′(ρ)�Ψ (ρ)

) + ∇P = 0 (2)

whereD(u) = (∇u + t∇u)/2, σ is a positive constant surface tension coefficient, and

µ(ρ) = µ1Ψ (ρ), λ(ρ) = 2µ1
(
ρΨ ′(ρ) − Ψ (ρ)

)
for some positive constantµ1 and withΨ a function depending onρ such that

Ψ ′(ρ) � 0

We define the functionsϕ andΠ such that

ρϕ′(ρ) = Ψ ′(ρ) and ρΠ ′(ρ) − Π(ρ) = P(ρ)

i.e. for some constant densitȳρ � 0, ϕ(ρ) = ∫ ρ

ρ̄ Ψ ′(s)s−1 ds andΠ(ρ) = ρ
∫ ρ

ρ̄ P (s)s−2 ds.
We remark that the standard nonviscous fluid model with surface tension is recovered choosingµ1 = 0. If

µ1 �= 0, we prove, in addition to the classical energy estimate, that extra regularity information onρ can be derived
More precisely, we will prove the following equalities

1

2

d

dt

∫
Ω

ρ|u|2 + µ1

∫
Ω

Ψ (ρ)|∇u|2 + 2µ1

∫
Ω

(
Ψ ′(ρ)ρ − Ψ (ρ)

)|divu|2

+ σ

2

d

dt

∫
Ω

∣∣∇Ψ (ρ)
∣∣2 + d

dt

∫
Ω

Π(ρ) = 0 (3)

and
1

2

d

dt

∫
Ω

ρ|u + 2µ1∇ϕ|2 + µ1

∫
Ω

Ψ (ρ)|∇u|2 + σ

2

d

dt

∫
Ω

∣∣∇Ψ (ρ)
∣∣2 + d

dt

∫
Ω

Π(ρ)

+ 2σµ1

∫
Ω

Ψ ′(ρ)
∣∣�Ψ (ρ)

∣∣2 + 2µ1

∫
Ω

P ′(ρ)|∇ρ|2ϕ′(ρ) = 2µ1

∫
Ω

Ψ (ρ)∇u : t∇u (4)
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This extra estimate has allowed us to prove some stability properties in the caseΨ (ρ) = ρ, see [4]. The genera
case will be studied in a forthcoming paper.

Remark that system (1), (2) may be rewritten in a conservative form since

ρ∇(
Ψ ′(ρ)�Ψ (ρ)

) = −div
[∇Ψ (ρ) ⊗ ∇Ψ (ρ)

] + ∇
[
ρΨ ′(ρ)�Ψ (ρ) + 1

2

∣∣∇Ψ (ρ)
∣∣2] (5)

The fact thatµ andλ, functions of the mass densityρ, are linked by the relation stated before is only assum
at this stage for mathematical purpose. This Note proves that such systems provide extra regularity on a
related to the density. A thermodynamical interpretation of such relations betweenλ andµ is actually a work in
progress.

1. Introduction

Certains modèles classiques de systèmes de couplage fluide–fluide traitent la région interfaciale entre de
fluides comme une surface raide ou fine et la munissent d’une tension de surface. Les équations de m
sont alors résolues dans des domaines séparés et l’interface, où des conditions aux bords spécifiques sont impo
doit être trouvées explicitement.

En théorie des interfaces diffuses, la région interfaciale est représentée par des variations continues d’un
mètre d’ordre tel que la densité. L’équation de la quantité de mouvement modifiée pour prendre en compte c
couche diffuse est appliquée sur le domaine entier. La formulation de la théorie avec interfaces diffuses a été i
troduite, il y a un sciècle environ par Korteweg, voir [1]. Dans [2], on introduit la formulation d’un tel sys
de Korteweg et l’on prouve formellement que les équationsd’interfaces diffuses approchent asymptotiqueme
les équations classiques avec interface raide. En appendice, les équations générales d’interface diffuse qui t
nent compte de la dissipation thermique et visqueuse sont introduites. Le but de cette Note est ici de
et discuter des propriétés mathématiques de certains modèles diffusifs capillaires de type Korteweg en suppos
l’écoulement isotherme. Plus précisemment, on propose quelques modèles visqueuxparticuliers qui donnent un
information supplémentaire sur la densité. On prouve en fait que sous une certaine hypothèse de compatibilité entr
la diffusion et la capillarité, on peut obtenir de la régularité sur une vitesse intermédiaire liée au gradient
sité. Cette régularité supplémentaire nous permet alors de contrôler la dégénerescence des modèles au
des zones d’annulation de la densité. Le lecteur intéressépar un papier fondateur sur les modèles dit de capilla
est renvoyé à [1]. Voir également [2] pour un papier complet de revue. Nous proposons donc d’étudier les
tés énergétiques d’une certaine classe de modèles diffusifs de type Korteweg. Plus précisemment nous co
le système suivant

∂tρ + div(ρu) = 0 (6)

∂t (ρu) + div(ρu ⊗ u) − 2 div
(
µ(ρ)D(u)

) − ∇(
λ(ρ)divu

) − σρ∇(
Ψ ′(ρ)�Ψ (ρ)

) + ∇P = 0 (7)

oùD(u) = (∇u + t∇u)/2, σ est le coefficient de tension de surface et

µ(ρ) = µ1Ψ (ρ), λ(ρ) = 2µ1
(
ρΨ ′(ρ) − Ψ (ρ)

)
avec

Ψ ′(ρ) � 0

On définit alorsϕ etΠ telles que

ρϕ′(ρ) = Ψ ′(ρ) et ρΠ ′(ρ) − Π(ρ) = P(ρ)

i.e. pour une densité constanteρ̄ � 0, ϕ(ρ) = ∫ ρ

ρ̄ Ψ ′(s)s−1 ds etΠ(ρ) = ρ
∫ ρ

ρ̄ P (s)s−2 ds.
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Nous allons montrer qu’en plus de l’égalité d’énergie classique, il est alors possible d’obtenir une infor
supplémentaire surρ. Plus précisemment nous allons montrer les égalités suivantes

1

2

d

dt

∫
Ω

ρ|u|2 + µ1

∫
Ω

Ψ (ρ)|∇u|2 + 2µ1

∫
Ω

(
Ψ ′(ρ)ρ − Ψ (ρ)

)|divu|2

+ σ

2

d

dt

∫
Ω

∣∣∇Ψ (ρ)
∣∣2 + d

dt

∫
Ω

Π(ρ) = 0 (8)

1

2

d

dt

∫
Ω

ρ|u + 2µ1∇ϕ|2 + µ1

∫
Ω

Ψ (ρ)|∇u|2 + σ

2

d

dt

∫
Ω

∣∣∇Ψ (ρ)
∣∣2 + d

dt

∫
Ω

Π(ρ)

+ 2σµ1

∫
Ω

Ψ ′(ρ)
∣∣�Ψ (ρ)

∣∣2 + 2µ1

∫
Ω

P ′(ρ)|∇ρ|2ϕ′(ρ) = 2µ1

∫
Ω

Ψ (ρ)∇u : t∇u (9)

Remarquons que le système peut être écrit sous forme conservative en utilisant l’identité (5). Le fait queµ et
λ, fonctions de la densité de masseρ, soient liés par la relation donnée précédemment est, à ce stade, seu
une hypothèse mathématique. Cette Note montre alors quede tels systèmes donnent une régularité supplémen
sur une quantité liée à la densité. Une explication thermodynamique de telles relations entreλ et µ est un travail
actuellement en cours.

2. Preuves des égalités

Égalité d’énergie (8). Multiplions l’équation de conservation de la quantité de mouvement paru et l’équation
de conservation de la masse par|u|2/2. Multiplions l’équation de conservation de la masse par−σΨ ′(ρ)�Ψ (ρ)

et intégrons par parties le premier terme avec la dérivée en temps. On aboutit à l’égalité (8) en somman
égalités précédentes.

Égalité supplémentaire (9). De l’équation de conservation de la masse, on déduit que

∂tϕ(ρ) + u · ∇ϕ(ρ) + ϕ′(ρ)ρ divu = 0 (10)

Ceci donne en dérivant cette équation par rapport à la variable d’espace

∂t∇ϕ(ρ) + u · ∇∇ϕ(ρ) + ∇u · ∇ϕ(ρ) + ∇(
ϕ′(ρ)ρ divu

) = 0 (11)

Multiplions cette équation parρ∇ϕ(ρ). En utilisant l’équation de la masse, ceci donne alors

1

2

d

dt

∫
Ω

ρ|∇ϕ|2 +
∫
Ω

ρ∇ϕ · ∇u · ∇ϕ +
∫
Ω

∇(
ϕ′(ρ)ρ divu

) · ∇Ψ = 0 (12)

En multipliant l’équation de conservation de la quantité de mouvement par∇Ψ (ρ)/ρ, on obtient∫
Ω

(∂tu + u · ∇u) · ∇Ψ + 2µ1

∫
Ω

Ψ (ρ)D(u) :
(∇∇Ψ

ρ
− ∇Ψ ⊗ ∇ρ

ρ2

)
+ σ

∫
Ω

Ψ ′(ρ)
∣∣�Ψ (ρ)

∣∣2

+
∫
Ω

P ′(ρ)
|∇ρ|2

ρ
Ψ ′(ρ) + 2µ1

∫
Ω

∇((
Ψ (ρ) − Ψ ′(ρ)ρ

)
divu

)∇Ψ

ρ
= 0 (13)

En intégrant par parties, l’équation (12) peut être réécrite sous la forme
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∫ ∫ ∫

rs termes,
1

2

d

dt
Ω

ρ|∇ϕ|2 +
Ω

Ψ ∇Ψ · ∇u · ∇ρ

ρ2
−

Ω

Ψ ∇u · ∇∇Ψ

ρ

−
∫
Ω

Ψ ∇ divu · ∇Ψ

ρ
+

∫
Ω

∇(
ϕ′(ρ)ρ divu

) · ∇Ψ = 0 (14)

En additionnant l’équation (13) et l’équation (14) multipliée par 2µ1, on obtient∫
Ω

(∂tu + u · ∇u) · ∇Ψ − 2µ1

∫
Ω

Ψ ∇ divu · ∇Ψ

ρ
+ σ

∫
Ω

Ψ ′(ρ)
∣∣�Ψ(ρ)

∣∣2 + µ1

2

d

dt

∫
Ω

2ρ|∇ϕ|2

+ 2µ1

∫
Ω

∇((
Ψ (ρ) − Ψ ′(ρ)ρ

)
divu

)∇Ψ

ρ
+ 2µ1

∫
Ω

∇(
Ψ ′(ρ)divu

) · ∇Ψ

+
∫
Ω

P ′(ρ)
|∇ρ|2

ρ
Ψ ′(ρ) = 0 (15)

En séparant les termes avec divu et en les additionnant, on obtient∫
Ω

(∂tu + u · ∇u) · ∇Ψ + σ

∫
Ω

Ψ ′(ρ)
∣∣�Ψ (ρ)

∣∣2 + µ1

2

d

dt

∫
Ω

2ρ|∇ϕ|2 +
∫
Ω

P ′(ρ)
|∇ρ|2

ρ
Ψ ′(ρ) = 0 (16)

On examine ensuite le terme∫
Ω

(∂tu + u · ∇u) · ∇Ψ

On a ∫
Ω

(∂tu + u · ∇u) · ∇Ψ = d

dt

∫
Ω

(u · ∇Ψ ) −
∫
Ω

u · ∇∂tΨ +
∫
Ω

u · ∇u · ∇Ψ

En utilisant maintenant l’équation de conservation de la masse et en intégrant par parties les deux dernie
ceci donne∫

Ω

(∂tu + u · ∇u) · ∇Ψ = d

dt

∫
Ω

(u · ∇Ψ ) −
∫
Ω

Ψ ′(ρ)div(ρu)divu −
∫
Ω

Ψ (ρ)u · ∇ divu −
∫
Ω

Ψ (ρ)∂iuj ∂jui

En intégrant par parties le troisième terme, on obtient∫
Ω

(∂tu + u · ∇u) · ∇Ψ = d

dt

∫
Ω

(u · ∇Ψ ) −
∫
Ω

(
ρΨ ′(ρ) − Ψ (ρ)

)|divu|2 −
∫
Ω

Ψ (ρ)∂iuj ∂iuj

En additionnant la dernière relation avec (16), on obtient

d

dt

∫
Ω

(u · ∇Ψ ) −
∫
Ω

(
ρΨ ′(ρ) − Ψ (ρ)

)|divu|2 −
∫
Ω

Ψ (ρ)∂iuj ∂j ui

+ σ

∫
Ω

Ψ ′(ρ)
∣∣�Ψ (ρ)

∣∣2 + 1

2

d

dt

∫
Ω

2µ1ρ|∇ϕ|2 +
∫
Ω

P ′(ρ)
|∇ρ|2

ρ
Ψ ′(ρ) = 0

En sommant cette dernière équation multipliée par 2µ1 à l’estimation d’énergie (8), on obtient (9).
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LorsqueΨ (ρ) = ρ, on retrouve le modèle de Korteweg diffusif étudié dans [3]. Il a été formellement obt
partir des équations de Navier–Stokes incompressibles avec surface libre dans le cadre de domaines pe
dans [6]. Il s’agit d’un modèle visqueux de type Saint-Venant. Il a également été proposé pour ses prop
consistance énergétique dans [7].

QuandΨ (ρ) = √
ρ, on obtient une version diffusive de l’équation limite hydrodynamique quantique des éq

tions de Schrödinger, voir par exemple[8] pour une synthèse des résultats récents. Ce modèle correspond au
de Korteweg avec un coefficient de tension de surface proportionnel à 1/ρ2, voir [3].

Si Ψ (ρ) est constant (choisi égal à 1), alors on retrouve le modèle des fluides compressibles hom
« classiques » à viscosité constante, étudié par exemple dans [9] avecλ + 2µ1 = 0.

On remarque que l’on obtient le même type d’égalités que celles obtenues dans le cadre des modèle
Kazhikhov–Smagulov incompressibles étudiés dans [10].

Le modèle général proposé ici, en dimension 2 et 3, sera étudié mathématiquement dans un prochain articl
devrait permettre d’obtenir l’existence globalede solutions faibles pour une viscosité dépendant deρ assez général
et une tension de surface en adéquation. Notons que la vitesse et la densité sont supposées à-priori suf
régulières afin de parvenir aux égalités (8) et (9). Mathématiquement, seules les inégalités correspondantes peuve
être obtenues rigoureusement si l’on s’intéresse aux solutions faibles. C’est le cas pour les fluides incomp
ou compressibles classiques, dans le cadre des solutions « à la Leray ».
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