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Résumé

L’intégration temporelle du taux de déformation est un problème central, mais souvent sous-jacent, en grandes transf
tions. Les déformations cumulées tensorielles, obtenues par intégration du taux de déformationD̃, permettent d’aborder c
problème sous un angle purement géométrique (indépendamment deconsidérations liées au comportement matériel). L’in
gration deD̃ est ici effectuée dans un nouveau référentiel local objectif en rotation logarithmique proposé, entre au
Lehmann et al. et Xiao et al. Des résultats numériques obtenus sur un cycle de chargement fermé sont présentés. Le
et inconvénients de cette intégration particulière pour le développement de lois de comportements sont ensuite évoqPour
citer cet article : V. Mora et al., C. R. Mecanique 332 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Cumulated tensorial strain measure in the logarithmic rotating frame. The time integration of strain rate tensorD̃ is a
central problem in large transformations even if it is often an underlying one. The cumulated tensorial strains, obtaine
time integration of strain rate tensorD̃, allow the tackling of this problem from a geometrical point of view, and independent
material behaviour considerations. The time integration here takes place in the local objective frame defined by the lo
spin proposed by Lehmann et al. and Xiao et al. The numerical results obtained in a closed deformation path are
here. The advantages and drawbacks of this novel integration for the development of behaviour laws are described.To cite this
article: V. Mora et al., C. R. Mecanique 332 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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The development of the elastoplastic model deals with a number of basic problems in the presence
strain. The definition of plastic strain is one of them. Solutions have been, and still are, proposed (see for inst
[1–3]), but none of them is entirely satisfactory, as pointed out by Naghdi [4]. Among these solutions, som
become popular, such as the additive decomposition of strain rate tensorD̃ = D̃

e+D̃
p
. In this case, the hypoelast

formulation of the reversible part of the behaviour poses the usual problems in this kind of formulation: the
of the objective stress rate, the time integration of the stress rate and the inconsistency with the notion of e

The time integration of strain rate tensorD̃ is an alternative to the time integration of the stress rate.
difficulty in this case is to choose the objective reference frame in whichD̃ should be integrated. Such a referen
frame is defined locally (i.e. near a material point) by its spinΩ̃ relative to a fixed reference frame. It has be
demonstrated by Gillormini et al. [5] that quantitiesẽ(c) and ẽ(r) obtained by the time integration of̃D in the
reference frame defined by vorticity tensorΩ̃(c) = W̃ (skew-symmetric part of the velocity gradient) or byΩ̃(r) =
˙̃R.R̃T (R̃: orthogonal tensor in the polar decomposition of the transformation gradient) depend on the deformat
path. Therefore, those quantities are called cumulated tensorial strains because they are not strain measu

The results presented in Fig. 1 show that at the end of a closed deformation path, cumulated tensori
ẽ(c) and ẽ(r) are not zero. In contrast to the results usually presented in terms of stress components and
dependent on a constitutive model (see for instance [6]), the results in Fig. 1 are independent of any con
model. The results only depend on the objective reference frame in which the time integration ofD̃ takes place
This underlines the geometric nature of the problems classically faced by hypoelastic models.

To solve those problems, Lehmann et al. [7] and Xiao et al. [8] have introduced logarithmic spinΩ̃(l) (see
Eq. (1)). This spin is such that the rotational derivative of spatial Hencky strain tensorh̃ is equal to the strain rat
tensor (see Eq. (2)). It is therefore obvious that the time integration ofD̃ in the objective reference frame defin
by spinΩ̃(l), let us say the logarithmic rotating frame, leads to the spatial Hencky strain tensor, i.e.ẽ(l) = h̃. As
a consequence, this cumulated tensorial strain does not depend on the strain path. For example, at the
closed deformation path (see Fig. 1) we haveẽ(l) = 0̃.

Nevertheless, the interest ofΩ̃(l) should be qualified by the results presented in Fig. 2. Indeed, during the c
deformation path, the logarithmic rotating frame, has turned at an angle of 0.08 rad. Therefore, the integration
additive decompositioñD = D̃

e + D̃
p

can lead to aberrant results if the elastic strains are not small (i.e.
strain superior to 100%) or in the case of cyclic loading (see also [2]).

1. Introduction

Le développement de lois de comportement élastoplastique pose un certain nombre de problèmes fond
en transformation finie. Il suffit pour s’en convaincre de consulter le travail de synthèse de Naghdi [4].
ces problèmes est la définition d’une grandeur représentant la partie plastique de la déformation. De no
solutions ont été et sont encore proposées. Parmi ces solutions, certaines sont aujourd’hui classiques :

– la décomposition multiplicative du gradient de transformationF̃ = F̃
e
.F̃

p
et la notion associée de configur

tion relâchée est un cadre très général dans lequel s’inscrivent de nombreuses théories (voir par exemple [
La difficulté, dans ce cas, est de choisir l’orientation de la configuration relâchée, c’est ce choix qui différen
les nombreuses théories proposées.

– la décomposition additive du taux de déformation en une partie élastique et une partie plastique :D̃ = D̃
e +

D̃
p
. Dans ce cadre, la formulation souvent hypoélastique de la partie réversible du comportement am

problèmes liés à ce type de formulation : choix de la dérivée objective de la contrainte, intégration du
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contrainte, et surtout, incohérence avec la notion d’élasticité dans le cas d’un cycle de chargement fermé
par exemple Lin [6]).

Une alternative à l’intégration du taux de contrainte est l’intégration du taux de déformationD̃. La grandeur
intégrée, que nous noteronsẽ(), est alors qualifiée de déformation cumulée tensorielle [5,9]. Le principal ava
de cette approche, aussi appelée approche en référentiel local objectif, est quele cadre classique de l’élastoplastic
en petites perturbations se transpose aisément en grandes transformations [10].

L’objectif de cette Note est de montrer que la vitesse de rotation logarithmiqueΩ̃(l) proposée par Xiao et al. [8
permet effectivement de définir un référentiel local objectif dans lequel la déformation cumulée tensorielle s
sur un cycle de chargement fermé. Néanmoins, nous montrons que l’orientation du référentiel local objec
défini dépend du chemin de chargement. Certaines conséquences de l’utilisation de ce référentiel pour l’écriture de
lois de comportement élastoplastiques sont finalement évoquées.

2. Intégration temporelle du taux de déformation

L’intégration temporelle d’un tenseur, tout comme sa dérivation, s’effectue toujours par rapport à un réf
particulier. Le principe d’objectivité de la loi de comportement nécessite de faire appel à un référentiel d’intégra
objectif. Ce type de référentiel est défini localement, c’est-à-dire au voisinage d’un point matériel particulie

Les invariants principaux du taux de déformation ont une signification géométrique reconnue, par exe
trace deD̃ définit la vitesse relative de variation de volume. Il est souhaitable, pour faciliter le développemen
lois de comportement, que les invariants des déformations cumulées tensorielles aient une signification géo
de même nature. Pour cette raison, Gilormini et al. [5] et Rougée [9] restreignent a priori le choix d’un référent
local objectif aux seuls repères orthonormés.

Ces référentiels locaux objectifs sont complètement définis par la donnée de leur vitesse de rotatioΩ̃ par
rapport à un référentiel global supposé fixe. Les vitesses de rotation les plus connues sont la vorticitéΩ̃(c) = W̃

(partie antisymétrique du gradient de vitesse) conduisant auréférentiel corotationnel et la vitesse de rotation prop

Ω̃(r) = ˙̃
R.R̃T (R̃ : tenseur rotation de la décomposition polairedu gradient de transformation) conduisant

référentiel en rotation propre. Cependant, pour ces deux vitesses de rotation, la déformation cumulée ten
obtenue ne dépend pas seulement de la configuration initiale et de la configuration finale, mais aussi du c
chargement suivi. Cela rend donc difficile l’écriture d’uneloi élastique ou hyperélastique et plus généralemen
lois conduisant à des déformations élastiques importantes.

Ce résultat est illustré sur la Fig. 1 où l’on considère un chemin de déformation fermé appliqué sur un
homogène plan. Le chargement consiste en quatre phases caractérisées par l’évolution temporelle du g
transformation suivant la loĩF (t) = 1̃ + γ (t)�I 1 ⊗ �I 2 + λ(t)�I 2 ⊗ �I2 où γ (t) et λ(t) suivent l’évolution de la
Fig. 1 et �I 1, �I2 sont les vecteurs de la base à laquelle est rapportée le référentiel global fixe. Ces résu
été obtenus numériquement avec le logicielSiDoLo [11] qui utilise un algorithme d’intégration explicite de typ
Runge Kutta d’ordre 2 avec pas adaptatif. Les composantes dans la base�I a des déformations cumulées tensoriel
pour les intégrations dans le référentiel corotationnel̃e(c) et en rotation proprẽe(r) ne s’annulent pas à la fin d
chargement fermé. Autrement dit, on obtient une mesure nonnulle alors que la configuration finale est identiqu
la configuration initiale.

Les résultats présentés sur la Fig. 1 sont relativement originaux car contrairement aux résultats habitu
exprimés en terme de contrainte et associés à un comportement spécifique (cf. par exemple [6]), ces
sont indépendants de la loi de comportement matérielet fonction uniquement de la méthode d’intégration
taux de déformation. Cela permet de souligner la nature essentiellement géométrique des problèmes rencontr
hypoélasticité, et notamment le fait que la contrainte résultant de l’intégration de lois hypoélastiques sur un cy
de chargement fermé n’est en général pas nulle.
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Fig. 1. Composantes de différentes déformations cumulées tensorielles dans la base fixe(�I1, �I2) pour un trajet de chargement fermé.e(l) :
référentiel en rotation logarithmique,e(c) : référentiel corotationnel,e(r) : référentiel en rotation propre.

Fig. 1. Components in(�I1, �I2) of different cumulated tensorial strain measures for a closed deformation path.e(l): logarithmic rotating frame
e(c) : corotational frame,e(r): rotational frame.

3. Vitesse de rotation logarithmique Ω̃(l)

Afin de remédier à ce problème, Lehmann et al. [7] puis Xiao et al. [8], ont introduit la vitesse de ro
logarithmique qui s’écrit sous la forme (sans sommation implicite) :

Ω̃(l) = W̃ +
n∑

α=1,β=1,α �=β

[(
1+ χα/χβ

1− χα/χβ

+ 2

ln(χα/χβ)

)
Dαβ �pα ⊗ �pβ

]
(1)

où lesχα sont lesn valeurs propres distinctes du tenseur de Cauchy–Green droitB̃ , les �pα les vecteurs propre
unitaires correspondants et lesDαβ sont les composantes deD̃ dans la base�pα .

Cette vitesse de rotation a été définie pour que la dérivée rotationnelle du tenseur de Henckyh̃ (tenseur eulérien
de déformation logarithmique) soit égale au taux de déformation. Autrement dit,Ω̃(l) satisfait la relation :

˙̃
h − Ω̃(l).h̃ + h̃.Ω̃(l) = D̃ (2)

où ˙̃
h est la dérivée temporelle dẽh dans le référentiel global.
La dérivée rotationnelle dẽh étant égale au tenseur taux de déformation, il est évident qu’en intégrantD̃ dans

le référentiel local objectif défini par̃Ω(l), on obtient une déformation cumulée tensorielleẽ(l) = h̃. Pour le cycle
de chargement fermé (cf. Fig. 1), cette déformation cumulée tensorielle présente donc l’intérêt d’être nulle ap
retour à la configuration initiale et ceci indépendamment de la loi de comportement utilisée.

Néanmoins, l’intérêt de la vitesse de rotation logarithmique doit être nuancé par les résultats présent
Fig. 2. On constate en effet qu’à la fin du cycle, le référentiel en rotation logarithmique a tourné d’un angleθ(l) de
0.08 rad par rapport au référentiel global. Cela peut entraîner quelques problèmes pour une loi de comportem
élastoplastique dans le référentiel local objectif en rotation logarithmique. Pour illustrer une de ces diffi
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Fig. 2. Angle de rotationθ des référentiels des déformations cumulées tensorielles par rapport au référentiel global pour le trajet de chargeme
fermé de la Fig. 1.θ(l) : rotation du référentiel en rotation logarithmique,θ(c) : rotation du référentiel corotationnel,θ(r) : rotation du référentiel
en rotation propre.

Fig. 2. Angle of rotationθ of the local objective frames of cumulated tensorial strain for the closed deformation path of Fig. 1.θ(l): rotation in
logarithmic rotating frame,θ(c) : rotation in corotational frame,θ(r): rotation in rotational frame.

supposons qu’à un instantt0 donné, la partie plastique de la déformation cumulée tensorielle soit non nulle e
à la déformation. Prenons par exemple :

ẽ
p
(l)(t0) = ẽ(l)(t0) = e11�I1 ⊗ �I 1 + e22�I 2 ⊗ �I2 = e11�b1(t0) ⊗ �b1(t0) + e22�b2(t0) ⊗ �b2(t0)

où (�b1, �b2) est une base du référentiel en rotation logarithmique qui, àt0 coïncide avec(�I 1, �I 2). Supposons main
tenant, entret0 et t un cycle fermé. Si ce cycle est purement élastique, les composantes deẽ

p
(l) sont constantes dan

(�b1, �b2), autrement dit :

ẽ
p
(l)(t) = e11�b1(t) ⊗ �b1(t) + e22�b2(t) ⊗ �b2(t)

La déformation cumulée tensorielleẽ(l) est, elle, strictement égale à sa valeur initiale :

ẽ(l)(t) = e11�I1 ⊗ �I1 + e22�I2 ⊗ �I 2

Comme àt les bases(�b1, �b2) et (�I1, �I2), ne coïncident plus, les tenseursẽ(l)(t) et ẽp
(l)(t) ne sont plus égaux : il y

donc une déformation élastique non nulle au terme d’un cycle fermé purement élastique. La rotation du ré
peut donc provoquer un comportement néfaste du modèle si onne se restreint pas à de faibles déformations é
tiques ou si on étudie un chargement cyclique. Pour des matériaux métalliques avec des déformations élastiq
de l’ordre de 0.2 % sans chargement cyclique, ce comportement néfaste sera négligeable mais il pourra
inopportun, par exemple, pour des polymères qui peuvent subir des déformations élastiques importante
des matériaux subissant un grand nombre de cycles.

4. Conclusions et perspectives

Nous avons rappelé l’intérêt des déformation cumulées tensorielles obtenues par intégration temporelle du t
de déformation dans un référentiel local objectif. Nous avons, de plus, montré que le référentiel en rotation lo
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rithmique permet d’obtenir une déformation cumulée tensorielle nulle à la fin du trajet de chargement ferm
n’est pas le cas pour les référentiels en rotation propre et corotationnel. Par contre,la rotation du référentiel en
rotation logarithmique par rapport au repère global à la fin d’un cycle de chargement fermé n’est pas nulle ce
dans certains cas, peut conduire à un comportement préjudiciable des modèles écrits dans ce référentiel

Les problèmes que posent les différents référentiels locaux objectifs poussent à remettre en questio
triction de l’intégration dans des repères orthonormés. L’intégration deD̃ = D̃

e + D̃
p

dans des repères no
orthonormés peut conduire, par exemple, à une décomposition additive de la mesure de déformation d’Alman
(cf. par exemple Mora et al. [12]). Il est alors possible de montrer que cette approche additive est un cas p
de la décomposition multiplicativẽF = F̃

e
.F̃

p
. Néanmoins, il faut noter que l’utilisation de grandeur matéri

entraînée, associée à cette décomposition additive du tenseur de déformation d’Almansi, rend sensible
complexe le développement des modèles du fait du manque de signification géométrique directe des i
classiques de cette mesure de déformation.
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