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Résumé

A petits temps suivant la distorsion d’un état isotrope, la théorie de distorsion rapide fournit la forme tensorielle de
loppements des grandeurs turbulentes en un point pour les écoulements turbulents homogènes rotationnels en moy
considéré que la consistance avec de tels développements doit être assurée pour tout modèle de fermeture. La no
structure générale de ces développements et examine certaines de leurs propriétés. Il est montré comment les effets
déformation et de rotation) sont mis en jeu.Pour citer cet article : J. Piquet, C. R. Mecanique 333 (2005).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the closure of rapid terms for rotational mean flows.For small times following the distortion of an isotropic sta
rapid-distortion theory provides the tensorial form of one-point correlation expansions for homogeneous rotational t
mean flows. It is considered that the consistency with such expansions must be satisfied by any closure model.
describes the general structure of these expansions as well as some of their properties. It is shown how cumulated eff
and rotation) are involved.To cite this article: J. Piquet, C. R. Mecanique 333 (2005).
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Abridged English version

Rapid-distortion theory (RDT) assumes that turbulence is subjected to modifications that are rapid
not to leave time to nonlinear interactions (which develop on a timescaleε/q2) to cascade energy towards sm
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scales. Hence{S2}1/2q2/ε � 1. Nonlinear interactions are thus neglected. If we, moreover, consider inviscid
the shape of the spectra is irrelevant. Then the small-time expansion of Fourier amplitudes given by t
equations (2) allows a computation of the small-time time expansion of the spectral velocity tensor,Φij (k, t), in
terms of its value att = 0,Φij (K), which is assumed to be isotropic. An integration over the wave numberK yields
the expansions of quantities defined by Eqs. (4). Due to the homogeneity hypothesis, the rotational part of
flow is not arbitrary and depends on the cumulated strain,A, in a manner specified by (5), (6). The turbulent kine
energyq2/2 is given by (7), and, as it is the main quantity which involves the mean cumulated compression
quantity is normalized byq2. For irrotational flows, the fact that principal axii ofb (= y) – the nondimensiona
Reynolds-stress anisotropy tensor defined in Eq. (4) – andA∗, the cumulated distortion, coincide, an univoq
relationship betweenb andA∗ being available [4–6]. For mean rotational flows, this is no longer the case a
is necessary to distinguish between the componental anisotropy,b, and the dimensional anisotropy,y, defined also
in (4). Both small-time expansions (8), (9) show the influence of rotational effects under a cumulated form
appears at the second order in time. The use [13–15] of canonical decompositions of fourth-order tensorM and
Y(4) involved in the rapid transfer terms present inb- andy-equations allows one to specify the expansions (
(13) of the purely symmetric, trace-free parts,M (4∗) andY(4∗) of these fourth-order tensors. In particular, rotatio
terms enter 3M (4∗) − Y(4∗) (which vanishes in irrotational flows) as second-order effects. The stropholysis
represents the sensitivity of the rapid pressure-strain tensor to rotational effects, as indicated by (14) is
expanded, see (15). The higher-order tensor termQ(5) appearing in the equations forQ is finally treated in the
same way: its canonical decompositions is given by (16) as well as the RDT expansions of the purely sym
components (18), (19), up to third order in time.

1. Introduction

La théorie de distorsion rapide (RDT) est utile pour comprendre la dynamique et les structures de la tu
sujette à d’intenses modifications de l’écoulement moyen. Son hypothèse de base est que la turbulenc
mise à un changement suffisamment brutal de celui-ci pour que les interactions non linéaires n’aient pas
de propager la cascade d’énergie vers les échelles dissipatives. Si‖S‖ := {S2}1/2 mesure le taux de déformatio
moyen –{A} désigne la trace deA –, on admet que‖S‖q2/ε � 1. Dès lors, les termes non linéaires et les effets
queux sont négligeables. De fait, la théorie reste valable pour décrire des écoulements turbulents à évolu
(mais dans ce cas la condition initiale appropriée n’est pas en général isotrope) où les structures tourbil
dominantes sont celles de la RDT : alternances de vorticité longitudinale et anti-longitudinale (« double
eddies), présence de régions localisées d’intenses vorticité transversale ou vitesse longitudinale (« strea
paramètres de grande échelle (comme les quantités du second ordre) étant donnés, les spectres ont, lor
torsion rapide, des formes différentes des formes habituelles puisque les taux de déformation et de rotation
sont assez forts pour dominer les effets non linéaires. Par suite, le taux de déformation peut influer directe
les petites échelles du spectre qui n’aura pas de forme équilibrée [1]. Toutefois, on peut montrer que da
non visqueux, la forme de ces spectres n’est pas affectée par la distorsion.

Le tenseurM décrivant le problème RDT est en général une fonction de la déformation cumulée et de la r
cumulée définies par :

A(t) :=
t∫

0

S(t ′)dt ′ ; W(t) :=
t∫

0

W(t ′)dt ′ (1)

Pour un spectre initial donné, le tenseur spectral des corrélations doubles,Φij (k), dans l’espace des nombr
d’ondek, ne peut être calculé que dans de rares cas de façon analytique. Les solutions disponibles sont co
longue date et incluent les cas d’un écoulement moyen irrotationnel, d’un cisaillement pur et d’une rotati
[2,3]. Par une intégration convenable du tenseur spectral, il est possible dans des cas encore plus rares d’
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la forme analytique des corrélations doubles (déformations pures planes ou axisymétriques). En règle gé
même pour des écoulements moyens irrotationnels, il n’est possible d’effectuer l’intégration analytiquem
des temps très petits. Les corrélations doubles au cinquième ordre en‖A‖ ont pu ainsi être déterminées [4–6] où
été déduit le développement en séries du terme rapide en fonction deb, déviateur adimensionnel des corrélatio
doubles de vitesse, qui n’est fonction univoque deA que dans le cas d’un écoulement moyen irrotationnel.

Pour un écoulement moyen rotationnel, les axes principaux deb ne sont plus alignés avec ceux deA, et le
déviateury, caractéristique de l’anisotropie dimensionnelle, diffère deb. Dans ce qui suit, nous examinons
développement à petit temps de la solution de distorsion rapide la plus générale dans un repère tour
vitesse angulaireΩ , dans le cas oùS ne dépend pas du temps. Les développements qui suivent ont été obte
moyen du calculateur symboliqueMAPLE, suivant en cela la suggestion [7]. La croissance très rapide du nomb
termes à intégrer dans les développements du spectre des corrélations doubles de vitesse nous a limité e
au quatrième ordre en temps. Pour des questions de place, nous présentons dans ce qui suit les dével
obtenus en général au troisième ordre en temps.

2. Développements de distorsion rapide

Nous considérons dans ce qui suit les développements de distorsion rapide à petits temps, à partir d’un é
isotrope. Ils sont obtenus par développement limité autour det = 0 des équations spectrales (2) de la distors
rapide, pour les transformées de Fourier,v̂i (k), des fluctuations de vitessev′ =: rotΨ ′.

d̄v̂i

dt
= Mij v̂j ; Mij (t) := −νk2δij + 2

kikp

k2
V

(a)
p,j − Ṽi,j ; d̄ki

dt
= −kpVp,i ; ki(t = 0) = Ki (2)

où d/dt est la dérivée particulaire àK constant, c’est à dire dérivée en suivant le mouvement,k = (F−T) · K , défini
à partie du gradient de déformation moyenneF(t). Ṽ et V(a), la vitesse moyenne absolue, s’expriment en fonc
de la vitesse moyenne relativeV et deΩ selon :

V
(a)
i,j = Vi,j − εijmΩm ; Ṽi,j = Vi,j − 2εijmΩm et W

(a)
i = Wi + 2Ωi; W̃i = Wi + 4Ωi (3)

où les vorticités correspondantes ont été aussi spécifiées (voir par exemple [8]). Il est alors possible, par u
de (2), de développerk et v̂i (k) au voisinage det = 0, pour tout champ moyen. L’intégration sur le nomb
d’ondeK des ordres en temps successifs – en tenant compte de l’isotropie initiale pourΦij (K) –, de chacune de
relations (4) qui spécifient les tenseurs en un point en fonction deΦij (k),

v′
iv

′
j = q2

(
1

3
δij + bij

)
=

∫
Φij dk ; Yij := Ψ ′

p,iΨ
′
p,j = q2

(
1

3
δij + yij

)
=

∫
kikj

k2
Φnn dk

q2Mijpq :=
∫

kikj

k2
Φpq dk ; q2Y

(4)
ijpq :=

∫
kikj kpkq

k4
Φnn dk

q2M
(6)
ij lmpq :=

∫
kikj klkm

k4
Φpq dk ; q2Y

(6)
ij lmpq :=

∫
kikj klkmkpkq

k4
Φnn dk (4)

fournit les développements au voisinage de l’isotropie de toutes les quantités susceptibles de nous intér
de la construction des modèles de fermeture. Notons tout d’abord que le champ de vorticité moyenne,w(a)(t),
n’est pas arbitraire en turbulence homogène et qu’il résulte, par intégration de l’équation du tourbillon mo
la connaissance de la déformation cumulée,A(t).

w(a)(t) = exp
[
A(t)

] · w(a)(0) (5)

où exp[·] désigne l’opérateur d’exponentiation. La formule (5) peut être développée à petits temps pour fou
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w(a)(t) = 1+ 1

3
{A} + 1

18
{A}2 + 1

18
{A∗3} + 1

162
{A}3 I + 1+ 1

3
{A} + 1

18
{A}2 + 1

12
{A∗2} A∗

+ 1

2

[
1+ 1

3
{A}

]
A∗2

]
· w(a)(0) (6)

A coté de la compression cumulée,{A}I/3, A∗, pur déviateur deA, désigne la distorsion cumulée. On reconn
dans (6) le terme d’étirement tourbillonnaire dans la direction de la vorticité initiale et le terme de gauchis
produisant le changement d’orientation dew(a) avec le temps. Dans ce qui suit nous travaillerons avec le ten
W(a) := −ε · w(a)(t)/2 et son intégraleW(a)(t). L’énergie cinétique turbulente (4) se trouve être la seule a
quantité qui prenne en charge la compression moyenne{S} de l’écoulement :

q2 = q2
0

[
1− 2

3
{A} + 2

3

(
2

5
{A∗2} + 1

3
{A}2

)
+ 4

9

(
2

7
{A∗3} − 2

5
{A}{A∗2} − 1

9
{A}3

)]
+ O(t4) (7)

L’expression (7) fait en effet intervenir le développement à l’ordre quatre dee−2{A}/3 qui est la solution de distor
sion rapide pour le problème de compression pure [7]. Afin d’éliminer une influence directe de la compr
toutes les grandeurs seront normalisées par l’énergie cinétique turbulente. Les invariants conjoints dépe
taux de rotation cumulé et de la vitesse angulaire cumulée du repère n’apparaissent qu’à l’ordret4. Le taux de
déformation joue seul à travers ses invariants sur les trois premières dérivées temporelles de l’énergie
turbulente, une indication de la faible, mais néanmoins présente, influence de la force de Coriolis dans
nisme de distorsion rapide. Une application de (7) au cas des écoulements plans à déformation et rotation
(S12 = S/2, W12 = −w3/2 = S/R) montre une croissance initiale deq2 plus modérée pour les écoulements
liptiques (R < 1) qu’hyperboliques (R > 1), par le biais d’une contribution au quatrième ordre proportionn
à 1− R−2. L’examen d’un écoulement cisaillé en repère tournant (S12 = W12 = S/2, Ω3 = Ω) dépendant de
R = −2Ω/S montre une asymétrie entre les étatsR et−1− R dès les petits temps et donc une absence de si
tude de Bradshaw [3,9,10].

Les anisotropiesb et y sont données par :

y = − 4

15
A∗ − 2

3

[
2

7

(
A∗2 − 1

3
{A∗2}I

)]
− 1

5
(A∗W − WA∗) + 2

3

[
1

15

(
46

35
{A∗2} + {W2}

)
A∗

+ 1

7
(A∗2W − WA∗2) − 1

5

(
A∗W2 + W2A∗ − 2

3
{A∗W2}I

)]
+ O(t4) (8)

b = y − 4

15
[A∗W(a) − W(a)A∗] + 4

5

[
−1

3

(
4

7
{W2} + 13

7
t{Wω} − 2

7
t2{ω2}

)
A∗ + 1

7
(A∗2W(a) − W(a)A∗2)

+ 2

7

(
A∗W2 + W2A∗ − 2

3
{W2A∗}I

)
− 8

21
t2

(
A∗ω2 + ω2A∗ − 2

3
{ω2A∗}I

)

− 1

7
(A∗2W − WA∗2) − 1

7
t (A∗2ω − ωA∗2) − 1

21
t

(
WA∗ω + ωA∗W − 2

3
{WA∗ω}I

)]
+ O(t4) (9)

oùW
(a)
ij = Wij + ω̂ij , les symbolesW etw désignant les intégrales en temps de W et w, l’intégrale en tempsω

étant notéetω ou ω̂. Si l’écoulement moyen est irrotationnel, alors à l’ordre quatre, en accord avec [6] :

b = y =
[
− 4

15
+ 92

1575
{A∗2} + 124

3465
{A∗3}

]
A∗ +

[
− 4

21
+ 62

1155
{A∗2}

][
A∗2 − 1

3
{A∗2}I

]
+ · · ·

En outre, un écoulement de rotation pure initialement isotrope reste isotrope, puisqueW et ω n’apparaissen
qu’en conjonction avec la déformation cumulée. Les invariants deb et dey ne sont identiques que jusqu’à l’ord
trois et ils ne dépendent alors que des invariants deA. L’ordre quatre calculé est donc nécessaire pour distin
les écoulements 2D et 2C, à travers les invariants IIb et IIy . Les développements (8), (9) coincident avec les for
tensorielles des modèles algébriques explicites de contraintes (EARS models). Le terme dominant−4A∗/15 a déjà
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donné pourb dans [2]. Si l’on y introduitt = αq2/ε, les modèles de viscosité turbulente classiques correspo
àCµ = −8α/15 et la procédure obtenue « fabrique » alors automatiquement des modèles d’ordre plus éle
les cas de cisaillement pur ou de cisaillement en repère tournant, les développements qui précèdent so
accord avec [11] et [12], respectivement. On retrouve en particulier que la composante longitudinaleR11 est plus
grande dans le cas cyclonique que dans le cas anticyclonique, alors que la réduction deR12 (par rapport au ca
Ω = 0) dans le cas cyclonique est plus forte que dans le cas anticyclonique.

Pour les tenseurs d’ordre supérieur, il est utile d’introduire la notation suivante〈A ⊗ B〉 définie par le tenseu
totalement symétrique à traces nulles :

〈A ⊗ B〉ijpq := 〈AijBpq〉(6) − 1

7

[
2
〈
δpq(AikBjk + AjkBik)

〉
(6)

+ {A}〈δijBpq〉(6) + {B}〈δijApq〉(6)

]
+ 2

35

[
2{AB} + {A}{B}]δ(4)

ijpq (10)

et siA = B :

〈A ⊗ A〉ijpq := 〈AijApq〉(3) − 1

7
{A}〈δijApq〉(6) − 2

7
〈δijA

2
pq〉(6) + 2

35

[{A2} − 2{A}2]δ(4)
ijpq

avecδ(4)
ijpq := δij δpq + δipδjq + δiqδjp, l’indice (3) ou (6) indiquant le nombre de termes dans la sommation. A

∀A, B symétriques,〈AijBpq〉(6) := AijBpq + AipBjq + AiqBjp + AjpBjq + AjqBip + ApqBij .
De même, pour tout tenseurA symétrique et pour tout vecteurV,

〈A ⊗ V〉ijk := 〈AijVk〉(3) − 2

5
Vp〈δijAkp〉(3) − 1

5
{A}〈δijVk〉(3) (11)

Les décompositions canoniques [13,14] conduisent à la pose du problème de fermeture sur des tenseurs h
Y(4∗), M (4∗), Q∗ c’est à dire totalement symétrique à traces partielles toutes nulles (voir [15] pour les relation
ces tenseurs homogènes et les tenseursY(4), M etQ définis par l’Éq. (4)). PourY(4∗), la théorie de distorsion rapid
conduit à :

Y(4∗) = 4

105
〈A∗ ⊗ A∗〉 + 2

21

[
2

11
〈A∗2 ⊗ A∗〉 − 1

5

〈
(A∗W − WA∗) ⊗ A∗〉] + O(t4) (12)

et pour la partie correspondante deM∗ :

M (4∗) = 1

3
Y(4∗) + 2

567

[
4〈W(a)2 ⊗ A∗〉 + 11

5

〈
(A∗W(a) − W(a)A∗) ⊗ A∗〉] + O(t4) (13)

Alors que le taux de rotation cumulé intervient au troisième ordre,Y(4∗) n’est pas indépendant de la vitesse
gulaire cumulée, mais au quatrième ordre seulement. Le résultat [14] selon lequelY(4∗) = 3M (4∗) en écoulemen
irrotationnel est confirmé et l’on trouve au quatrième ordre :

Y(4∗) = 4

105

[
1− 314

715
{A∗2}

]
〈A∗ ⊗ A∗〉 + 4

231
〈A∗ ⊗ A∗2〉 + 188

15015
〈A∗2 ⊗ A∗2〉 + · · ·

expression qui produit une corrélation rapide pression-déformation en accord avec [5]. Considérons
stropholyse qui mesure la sensibilité des corrélations rapides pression-déformation [16] au taux de ro
l’écoulement, et donc la non-invariance par réflexion des corrélations de vitesse, en accord avec l’écriture
corrélations linéaires pression-déformation :

q2T
(r)
ij := ρ−1p′ (r)(v′

i,j + v′
j,i) = q2

[
2(Mipqj + Mjqpi)Spq − (Qijk + Qjik)W

(a)
k

]
(14)
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La stropholyse se développe, pour sa partie totalement symétrisée, en accord avec :

Q∗ = − 2

63
〈A∗ ⊗ w(a)〉 + 2

189

[〈
(A∗W(a) − W(a)A∗) ⊗ Ω

〉 − 5

2

〈
(A∗ω̂ − ω̂A∗) ⊗ w(a)

〉
− 10

3
〈A∗2 ⊗ w(a)〉 + 8

3
〈A∗ ⊗ A∗ · w(a)〉

]
+ O(t4) (15)

et s’annule bien évidemment en écoulement irrotationnel. Alors que la vorticité absolue cumulée,w(a), est seule
à apparaître à l’ordre deux, l’ordre trois fait apparaître simultanément à la fois la vorticité et la vitesse an
cumulées. Parmi les corrélations d’ordre supérieur, une seule (à modéliser) intervient dans l’équation pou
pholyse [15]. Il s’agit de la quantitéQ(5)

ijkpq := εimnM
(6)
njmkpq qui possède des propriétés analogues à son homo

du troisième ordre. Ses traces partielles satisfont :

Q
(5)
iikpq = 0 ; Q

(5)
ikkpq = 0 ; Q

(5)
kikpq = 0 ; Q

(5)
ijkpp = Q

(5)
ijpkp = Q

(5)
ijppk = Qijk

Ce tenseur est aussi générateur des tenseurs du quatrième ordre :

Mmnpq = εmijQ
(5)
injpq ; Y

(4)
mjpq = εmniQ

(5)
injpq ;

X
(4)
mipq = εmjnQ

(5)
injpq = δmi

(
1

3
δpq + ypq

)
− Mmipq − Y

(4)
mipq

si bien que la décomposition canonique suivante deQ(5) s’écrit :

Q
(5)
ijkpq = Q

(5)
(ijkpq)

+ 1

10
(εiknMnjpq + εipnMnjkq + εiqnMnjkp) + 1

5
(εjknMnipq + εjpnMnikq + εjqnMnikp)

+ 1

20
(εiknMnpjq + εiknMnqjp + εipnMnkjq + εipnMnqjk + εiqnMnkjp + εiqnMnpjk)

− 3

20
εijnY

(4)
nkpq + 1

60
(εiknY

(4)
njpq + εipnY

(4)
njkq + εiqnY

(4)
njkp)

− 13

60
(εkjnY

(4)
nipq + εpjnY

(4)
nikq + εqjnY

(4)
nikp)

+ 1

6

[
εkji

(
1

3
δpq + ypq

)
+ εpji

(
1

3
δkq + ykq

)
+ εqji

(
1

3
δpk + ypk

)]
(16)

où la partie purement symétrique deQ(5) peut être décomposée en partie inhomogène et partie à traces pa
nulles,Q(5∗) :

Q
(5)
(ijkpq) := 1

20
〈Q(5)

ijkpq〉(20) = 1

30
〈δijQ

∗
kpq〉(10) + Q

(5∗)
ijkpq (17)

La même démarche a été appliquée pour les deux derniers tenseurs,Y(6) et M (6), définis en (4), dont les dé
compositions canoniques sont omises pour des raisons de place. Seules les développements de distorsi
l’ordre t3 de leurs parties homogènes totalement symétriques sont spécifiées dans ce qui suit. On trouve

M
(6∗)
ijklpq = 1

5
Y

(6∗)
ijklpq = − 32

45045

[
2

33
{A∗2}〈A∗

ij δ
(4)
klpq〉(15) + 16

231
{A∗3}〈δij δklδpq〉(15)

+ 〈
A∗

ij 〈A∗
klA

∗
pq〉(3)

〉
(5)

− 1

11

〈
δij 〈A∗

klA
∗2
pq〉(6)

〉
(5)

]
(18)

Q
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ijkpq = 2
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[〈
w

(a)
i 〈A∗

jkA
∗
pq〉(3)

〉
(5)

− 2〈δijw
(a)
k A∗2

pq〉(30) + 2{A∗2}〈w(a)
i δ

(4)
jkpq〉(5)

− 2

9
w(a)

n

〈
A∗

in〈δjkA
∗
pq〉(6)

〉
(5)

]
(19)
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A l’ordre trois, M (6∗) et Y(6∗) ne dépendent que de la déformation cumulée et la forme trouvée est en
avec [17]. On remarque en particulier que 5M (6∗) = Y(6∗) identiquement en écoulement irrotationnel. Cette ég
est mise en défaut au quatrième ordre en temps qui met en jeu la vorticité absolue.Q(5∗) dépend aussi deA et,
linéairement, de la seule vorticité absolue.

3. Conclusion

Le principal apport de cette note réside dans l’obtention des développements de distorsion rapide de l’e
des grandeurs nécessaires à une modélisation des termes rapides dans le cas d’écoulements homogènes
Les développements qui mettent en jeu les déformations et rotations cumulées seront utilisés ultérieurem
construire des modèles de fermeture compatibles avec la théorie de distorsion rapide aux petits temps. Co
de ce qui précède, ces modèles se présenteront sous une forme nécessairement compatible avec les déc
canoniques (dont l’Éq. (16)) en partie homogène et inhomogène des tenseursQ, M , Y(4) ou de leur homologue
d’ordre plus élevé,Q(5), apparaissant dans l’équation de la stropholyse. Les résultats à la base de la cons
de modèles de fermeture sont donc les Éqs. (12), (13), (15) et éventuellement (18), (19). La substitution d
et d’éventuellement (15) dans des développements fonctionnels à coefficients indéterminés conduira, pa
cation aux développements de distorsion rapide (12), (13), (15), (18), (19), à l’obtention des modèles de fe
cherchés. Cette procédure fera l’objet d’une prochaine Note.
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