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Résumé

Dans cette Note on établit la loi de comportement limite d’un matériau piézoélectrique présentant une structure périodique-
ment perforée et dont la configuration de référence est une coque mince d’épaisseur fixée. La justification du nouveau modéle
homogene associé (on montre que le probléme ligiidbal et les problemelbcauxsont d’'une nature plus complexe que celle
du probléme initial) est obtenue en utilisant la méthode de I'éclatement périodique introduite par Cioranescu, Damlamian et
Griso.Pour citer cet article: M. Ghergu et al., C. R. Mecanique 333 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserveés.

Abstract

Homogenization of thin piezoelectric perforated shells. In this Note we establish the limit constitutive law of a piezoelec-
tric material with periodically perforated microstructures and whose reference configuration is a thin shell with fixed thickness.
The justification of the new associated model (we show that the ghotial andlocal problems are more complicated than
theintial one) is obtained using the periodic unfolding method introduced by Cioranescu, Damlamian and&xisothis
article: M. Ghergu et al., C. R. Mecanique 333 (2005).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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1. Introduction

Nous nous proposons dans cette Note d’étendre les résultats [1] obtenus dans le cas de structures tridimen-
sionnelles piézoélectriques périodiquemeatforéesaux coquesninces(Une application intéressante au filtrage
spatial est donnée dans [2]). Dans le paragraphe suivant nous décrivons le probléme variationnel a traiter, c'est-a-
dire nous précisonks géométrie des microstructures perfordgmss nous donnonies équations d’équilibrel’'un
corps constitué par un matériau déatoi de comportementrésentain couplageslastique-électrique. Nous pré-
sentons ensuite les propriétés asymptotiques de I'opérateur d’éclatement péribdliquiepermettent d'étudier
la convergence de la suite constituée par les composantes covariantes du déplacement{@fgstefudu poten-
tiel électrique{¢®}. lorsque la tailles des perforations tend vers 0. Le modeéle limite homogene est établi dans la
derniére section.

2. Modélisation bidimensionnelle
2.1. Configuration de référence

On considére un domaine bortiz de R? de frontiére lipschitziennés2. On notee le paramétre positif qui
représente la taille des microstructures élémentaires qui contiennent les trous ; I'étude asymptotique consistera a
faire tendres vers zéro. On not& = 10, 1[? la cellule de référence et pour toute R? on a la décomposition
uniquex = [x] + {x} avecx — [x] € Y. Soit S la perforation de référencé,C ¥ etY* =Y \ S, 'ensemble des
perforations est obtenu pasperiodicité :S¢ = (S + k) N 2,k € Z2.

La surface moyenn@® (£2¢) de la coque est construite & partir de I'injecti®n £2¢ — R3, ©® € C3(£2). On note
{a;}! sa base covariantgy’} sa base contravariantEdZ3 les symboles de Christoffel et= det(a,g). On considére

maintenant un corps dont la configuration de référence a pour surface mayefig et a une épaisseur fixe et
«petite» 2.

2.2. Loi de comportement

Les caractéristiques du matériau piézoélectrique sont données par les trois tenseurs tridimensionnels, le tenseur
de I'élasticité, le tenseur diélectrique et le tenseur de couplage piézoélectrique. En théorie bidimensionnelle il
intervient quatre nouveaux tenseurs qui sont calculés a partir des précédents par une analyse asymptotique (due a
Haenel [3], Egs. 3.2.23, 3.2.27). ll S'agit de :

. (coﬁ‘f‘”), le tenseur du quatrieme ordre déléisticitéqui apparait dans les modéles membranaires, il est symé-
trique et défini positifc®?”" = c5*" =57 o, > 0 : M X1 X1 > @ Xij Xij, VXij = Xji €R,

(c”}ﬂ‘”), le tenseur du quatriéme ordre déldisticitéqui apparait dans les modéles en flexion, il est symétrique
et défini positif,

(d*P), le tenseur du deuxiéme orddéélectrique il est symétrique et défini positif*® = ¢, 3oy > 0 :
dPXoXp > aqXeXp, VXo €R,

o (e/%9), le tenseur du troisiéme ordre deuplage piézoelectriqué est symétrique, ¥° = ef* .

Les composantes de chacun de ces tenseurs appartientEit2).

1 Les indices et exposants latins prennent leurs valeurs dans I'ensgimB|8}, les indices et exposants grecs (excepterennent leurs
valeurs dans I'ensemblgl, 2}. On applique la convention d’Einstein des indices et exposants répétés, on utilise des caractéres gras pour
représenter les vecteurs.
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On considére un modéle de coques «a la Koiter» en coordonnées curvilignes (inspiré du modéle de Koiter
pour les coques élastiques) dans lequel la loi de comportement qui lie les contraintes membraffaiessno-
mentsM®? et les déplacements électriqu@s (en composantes contravariantes) aux trois composantes covariantes
u® = (u?) du déplacement élastiquéu’ et au champ électriqug® est donnée par :

T (0, ) = ¢ Yor (v) + €07 0,y
M (v, ) =~ g (0)
D (v, 9) = —€Py,5(v) +d°" 0, ¢
ouy est le tenseur bidimensionnel linéariséoiangement de métrique

1
yotﬁ(v) = E(a(xvﬂ + 8}31)&) - FQCTBUU - baﬁv3
et p le tenseur bidimensionnel linéarisé deangement de courbure
Pap (V) = (33503 — I 5506v3 — capv3) + (b3 dpvo + bGdave + (9pb] — bETL — Tigh?)vs)

2.3. Equations d’équilibre

Deux types de conditions aux limites sont envisagées : une condition homogéne de Dirichlet sur la frontiére exté-
rieured$2 et une condition homogene de Neumann sur le bord des &§un introduit les espaces fonctionnels
V(29) = {v e HY(£2°), v =0 surdR2}, V(2°) = (V(29))2, W(2°) = {w € H%(2°), w =0, ngdqw = 0 sur
052} ou (n1, no) estle vecteur unitaire normaba2 etV g (£29) = V(£2°%) x V(£2%) x W(£2°¢). Sous les conditions
classiques de régularigg e L?(2¢) (p est la résultante des forces appliquées exprimée dans la base covariante),
le coupleu® = (u) € Vg (£29), ¢° € V(£2°) est I'unique solution faible du probleme variationnel :

/(CK(us,v)JreK(vups))x/de=/p~v«/5dx Vo € Vg (2°)

y “ W
/ (—ex @, ¥) +dk(¢°,¥))V/adx =0 V¢ € V(2°)
QS

avec la définition des opérateurs associés a ce modeéle de coque de Koiter :

2
t

ex @, 0) = ¢ Yup ) or (0) + ¢ pup ) o ()

ex (v, ) = e Yo (V)36 ¥

di (9%, ¥) = d*Pdap dpr

On note que cette écriture permet de faire I'analogie avec le probleme tridimensionnel ou le probleme de plaques

[4] mais ici, contrairement au probléme de plaques, les composantes du champ élastique interviennent avec des

ordres de dérivation différentdans I'expression des tenseyrset p, ceci se traduira par des problémes locaux

d'unenature différentale celles des problémes globaux.

3. Propriétésdel’ opérateur d’éclatement périodique
Pour toutv € L2(£2) prolongé par 0 en dehors d2 on définit I'opérateufl ® par :

T () (x,y) = v(e[%] +ey> c Lz(.Q xY), xe€f2,yeY

et on regroupe ses principales propriétés dans le théoréme suivant.
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Théoréeme 3.1.

(i) Pourtoutv € L(£2¢) on a la formule d’intégration approchée

/v(x)d.x— |Y1*| / ’Ts(v)(x,y)dxdy}</|v(x)‘dx, 0° = {x € 2° | dist(x, 32°) < 2¢}
£2¢ 2xY* o¢

et pour toutv, w € L2(£2¢) on aT ¢ (vw) = T¢(v)T¢ (w).
(i) Soitv e L2(£2) alors on a la convergence fortE® (v) — v dansL?(2 x Y*).

(iii) Soit {v¥}, une suite uniformément bornée dab%(2¢). Il existev € L2(2 x Y*) tel qu'aprés extraction
d’'une sous-suite notée de la méme facon on a la convergence faible suivante :

T¢(v®) — v dansL?(2 x Y*)

(iv) Soit {v?}, une suite uniformément bornée daHs(£2¢). Il existe deux champs de vecteurs H1(£2),
ve L2, Hr}er(Y*)), tels gu’aprés extraction d’'une sous-suite notée de la méme facon on a les convergences
faibles suivantes

Te(w®) = v dansL2(2 x Y*)
Te(Vyv®) = Vyv+ Vyo  dansL?(2 x Y*; R?)

l'indice y indique la dérivation par rapport a la deuxiéme variable

(v) Soit {v?}, une suite uniformément bornée daHZ(£2¢). Il existe deux champs de vecteurs H2(2),
ve L2, ngr(Y*)) tels qu'apres extraction d'une sous-suite notée de la méme fagon on a les convergences
faibles suivantes

Te(w®) = v dansL?(2 x Y*)
Te(Vevf) = Vv dansL2(2 x Y*; R?)
T*(VZ20*) = V2 + V25 dansL?(2 x Y*; R? x R?)

Les fonctions périodiques déple,(Y*) et ngr(Y*) sont supposées de moyenne nulle.

Ces résultats sont une extension aux domagweefmrésdes résultats présentés dans [5], on en donne une dé mons-
tration compléte dans [4].

4. Homogénéisation de coques «a la Koiter »

On suppose dans cette section que les composantes de chacun des quatredgnsguis e ne dépendent
pas de la variable microscopiqgg}, en particulier pour des structures composeées d’'un matériau homogene ces
tenseurs ne dépendent que de la variable macroscopiguec par exemple :

To(ey ™)) =i (), xeRf, yeY* et To(cy)(x.y)=0. yey\r*.

On montre alors que la suit@?, ¢¢}, est uniformément bornée daisg (£2¢) x H1(£2¢) et qu'elle converge
(cf. (4)) vers le champ limitéu, ¢) donné par le théoréme qui suit.
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Théoréme 4.1. Le champ élastique limite € V ¢ (2) = H}($2) x H}(2) x H2($2) etle champ électrique limite
@E H&(Q) vérifient le probléme variationnel

/(C_‘K(u,v)-l-élq(v,(p))«/adx=/p-vﬁdx Yve Vg(£2)
2

2

/(—5K<u,w)+d1<(¢,1//))ﬁdx=o VY € HY(2)
2
ol les nouveaux opérateufg, éx , dx ont pour expression

12 —afot

cx(u,v)= E(]){//]Boryaﬁ () Yor (v) + 3CF  Pap (u) po (v) + éEaﬁUT (pozﬂ () Yor (v) + Yap (u)par(v))
Kk (0, 9) = &P Yo ()0, Y + 1P s ()0 Y
di (9, ) = d*Pd,¢ dpyr

L’expression des tenseurs effeciis;, cr, ¢, d) ainsi que les nouveaux tenseurs de couplégé) sont donnés
par (3) ci-dessous.

Démonstration. (i) A partir d'unenouvelle preuvee I'inégalité de Korn sur une variété perforée on obtient la ma-
joration uniforme J|uf || g1 ge) + 1U5] g1e) + U5l g2(0e) + 19° | g1 (2e) < C. ON POSEVK peY ™) = leer(Y*) X
Ho(Y*) x H2(Y*). Le Théoréme 3.1 permet alors d'obtefféxistence du champ limite € V ¢ (2), ¢ € Hg(£2)
etdes correcteur& € L2($2, Vi.pedY™), ¢ € L2(£2, H,}er(Y*)) définis par les convergences faibles

T (Vapox (U)) = Vapx (@) + sap,y (@) dansL?(2 x Y*)
T (PapxWF)) = papx (W) +rap,y(@) dansL?(2 x Y*)
TE(Vip®) = Vi + Vi@ dansL2(£2 x Y*)

OU g,y (8) = 3 (3, yVp + 0.y Vo) €L rap y (B) = 024 03+ (B 0.y U + bG Oa,y V)
(ii) On choisit des fonctions-test (x) de la forme

o (x) = (vl(x) + 8171<x, E) v2(x) —i—sﬁz(x, §> v3(x) + 82173<x, %))

avecv; € D(£2), v; € D(£2; ng,(Y*)) ce qui permet d'obtenir le champ limita € V (£2),¢ € H&(Q)) et les
correcteurs € L2(£2, Vi pedY*), ¢ € L2(£2, H&er(Y*)) comme unique solution du probléme variationnel posé
pour toutv € V g (£2), v € L%(82, Vi ped Y*)), ¥ € H}(2), ¥ € L?(£2, HpeY)) :

f (e (g @) + 50 @) (Yo ) + 557, D)

2xY*
2
+ S (pup @)+ 1y @) (P @) + 7y (8) ) Vadiedy
i i ()
+ / P (Yup (v) + Sap,y () (06 ¢ + 85,y @)/adr dy = |V *| / p-vJ/adx
2xY* 22

f (=€ (Vap (@) + Sap.y (@) (U ¥ + 35,y %) + d°P (009 + B,y @) (Ip ¥ + .y ¥))Vadx dy =0
2xY*
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(iif) On exprime les correcteurs comme combinaison linéairefdiestions de basqui dépendent maintenant
desdeuxvariablesx et y.

{ w(x,y) =y () g (x, y) + pm(u(X))’_lw(x, ¥) + 09 ()" (x, y)
P(x, ) = yau ()T (x, ¥) 4 e (w(0))0M (x, y) + B p ()7 (x, )

(iv) On découple les problemes &p*, 74, (™", §**) et (z47*) ce qui donne trois types de problémes
locaux posés dank* (on vérifie qu'ils ont une solution unique qui appartient a I'esphéeés, VK, pedY™*) x
H1.(Y*))). Pour touts € Hpe(Y*), ¥ € Hlo(Y*) le probléme erig*, ;%) s'écrit :

/ ck.y (8™, V) +ey(v, I = — f s, (D) et / —ey (", ) +dy (T ) = / L Y
Y*

Y* Y* Y*

le probleme erh’™, 6% s'é crit :

L e 12 ot _ - o
/(cK,y<h",v>+ey(v,9“>)=—§/cﬁf‘ rery (D) et f(—ey(h",w)+dy<9“,w>)=o
Yy* Y* Y*
enfin le probleme ez*, 7**) s'écrit :
/CK,y(z“,aHey(a,ﬁﬂ):—/e‘*ﬁﬂsaﬁ,y(ﬁ) et /—ey(z'*,&)+dy(f;“,¢)=—/dﬂﬁaﬂ,y¢
Y* Y* Y* Y*

Pour simplifier les notations on a représenté les opérateurs locaux par :

2
t
iy (@, ) =P s (W)ser (V) + gc%ﬂ“’raﬁ,y(u>raf,y(v>

ey (0, 9) = e s0p,y ()30 ¥
dy(n, ) = d*Fo, gy ¥

(v) On choisit ensuite les fonctions-tast 0, ¢ = 0 dans (2) ce qui permet d’identifier d’'une part le probléme
global posé suf2 (dont on montre qu'’il a une solution unique) et d’autre part I'expression des tenseurs effectifs :

&7 00 = 3 Sy €4 78, + 51,0y @) + P40, T
50“60“[()6) — ﬁ fY* C%ﬂwrm,y@m)

5317/901()6) — ﬁ fY* C‘;ﬂkﬂ(agaﬁ + rku’y(’—lar))

&P (x) = fr [y €PH(OF + 01y 71%) + 5 510,y )
l_a,Ba (x) = |)}*| fy* Coli"ﬂ)hﬂr)»u,y(zg)

A (x) = e [ye —€ 5,0, @) + AV, + By 7P)

(vi) On démontre enfites convergences fortes

Loe (Vap (u®) = Yap () — U (sap,y(@))) — 0 dansL?(£2)
10¢ (pap (uF) — pap (W) — U (rep.y(@))) — 0  dansL?(£2)
1o (Vo — Vo —US(Vy@)) - 0 dansL?(R2)

©)

ouU* est I'opérateur de moyennisatioff (v)(x) = ﬁ fy* v(a[3]+az, {3} dz, Yv e L?%(£2 x Y*). On trouve

dans [4] la démonstration détaillée ainsi que I'étude des plaques minces.
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Remarques

— La périodicité considérée ici est liée mpere curviligne

— On constate que les tensegys, ¢, d sont calculés de la méme fagon que dans le cas des plaques membranaires
[4] mais que le couplage membrane-flexion des coques de Koiter modifie notablement I'expression des opéra-
teurs globauxx, ¢k, dx du probléme limite par l'introduction des tenseurs de couplageDes couplages
du méme type, qui apparaissent naturellement dans le cas des plaques hétérogénes, ont été mis en évidence
dans le cas des coques [6-9].

— Insistons encore sur le fait que dans le cas des coques méme si le matériau considéré initialement est homogéne
(les tenseursy, cr, e, d dépendent toujours dea cause de la géométrie de la coque ef¥ea cause des
perforations) les coefficients « homogénéisés» dépendent encore de la variable «leateme on le voit
dans les expressions (3).
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