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1. Introduction

Nous nous proposons dans cette Note d’étendre les résultats [1] obtenus dans le cas de structures
sionnelles piézoélectriques périodiquementperforéesaux coquesminces(Une application intéressante au filtra
spatial est donnée dans [2]). Dans le paragraphe suivant nous décrivons le problème variationnel à traite
dire nous précisonsla géométrie des microstructures perforéespuis nous donnonsles équations d’équilibred’un
corps constitué par un matériau dontla loi de comportementprésenteun couplageélastique-électrique. Nous pr
sentons ensuite les propriétés asymptotiques de l’opérateur d’éclatement périodiqueT ε qui permettent d’étudie
la convergence de la suite constituée par les composantes covariantes du déplacement élastique{uε}ε et du poten-
tiel électrique{ϕε}ε lorsque la tailleε des perforations tend vers 0. Le modèle limite homogène est établi d
dernière section.

2. Modèlisation bidimensionnelle

2.1. Configuration de référence

On considère un domaine bornéΩ de R
2 de frontière lipschitzienne∂Ω . On noteε le paramètre positif qu

représente la taille des microstructures élémentaires qui contiennent les trous ; l’étude asymptotique co
faire tendreε vers zéro. On noteY = ]0,1[2 la cellule de référence et pour toutx ∈ R

2 on a la décomposition
uniquex = [x] + {x} avecx − [x] ∈ Y . Soit S la perforation de référence,�S ⊂ Y et Y ∗ = Y \ �S, l’ensemble des
perforations est obtenu parε-periodicité :Sε = ε(�S + k) ∩ Ω,k ∈ Z

2.
La surface moyenneΘ(Ωε) de la coque est construite à partir de l’injectionΘ :Ωε → R

3,Θ ∈ C
3( �Ω). On note

{ai}1 sa base covariante,{ai} sa base contravariante,Γ σ
αβ les symboles de Christoffel eta = det(aαβ). On considère

maintenant un corps dont la configuration de référence a pour surface moyenneΘ(Ωε) et a une épaisseur fixe
« petite » 2t .

2.2. Loi de comportement

Les caractéristiques du matériau piézoélectrique sont données par les trois tenseurs tridimensionnels,
de l’élasticité, le tenseur diélectrique et le tenseur de couplage piézoélectrique. En théorie bidimensio
intervient quatre nouveaux tenseurs qui sont calculés à partir des précédents par une analyse asymptoti
Haenel [3], Éqs. 3.2.23, 3.2.27). Il s’agit de :

• (c
αβστ
M ), le tenseur du quatrième ordre de l’élasticitéqui apparait dans les modèles membranaires, il est sy

trique et défini positif,cαβστ
M = c

βαστ
M = c

σταβ
M , ∃αc > 0 : cijkl

M XijXkl � αcXijXij , ∀Xij = Xji ∈ R,

• (c
αβστ
F ), le tenseur du quatrième ordre de l’élasticitéqui apparait dans les modèles en flexion, il est symétr

et défini positif,
• (dαβ), le tenseur du deuxième ordrediélectrique, il est symétrique et défini positif,dαβ = dβα , ∃αd > 0 :

dαβXαXβ � αdXαXβ , ∀Xα ∈ R,
• (eαβσ ), le tenseur du troisième ordre decouplage piézoelectrique, il est symétrique, eαβσ = eβασ .

Les composantes de chacun de ces tenseurs appartiennent àL∞(Ωε).

1 Les indices et exposants latins prennent leurs valeurs dans l’ensemble{1,2,3}, les indices et exposants grecs (exceptéε) prennent leurs
valeurs dans l’ensemble{1,2}. On applique la convention d’Einstein des indices et exposants répétés, on utilise des caractères g
représenter les vecteurs.
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On considère un modèle de coques « à la Koiter » en coordonnées curvilignes (inspiré du modèle d
pour les coques élastiques) dans lequel la loi de comportement qui lie les contraintes membrannairesT αβ , les mo-
mentsMαβ et les déplacements électriquesDσ (en composantes contravariantes) aux trois composantes covar
uε = (uε

i ) du déplacement élastiqueaiuε
i et au champ électriqueϕε est donnée par :


T αβ(v,ψ) = c

αβστ
M γστ (v) + eαβσ ∂σ ψ

Mαβ(v,ψ) = −c
αβστ
F ρστ (v)

Dσ (v,ψ) = −eαβσ γαβ(v) + dστ ∂τψ

oùγ est le tenseur bidimensionnel linéarisé dechangement de métrique:

γαβ(v) = 1

2
(∂αvβ + ∂βvα) − Γ σ

αβvσ − bαβv3

etρ le tenseur bidimensionnel linéarisé dechangement de courbure:

ραβ(v) = (∂2
αβv3 − Γ σ

αβ∂σ v3 − cαβv3) + (
bσ
α ∂βvσ + bσ

β ∂αvσ + (∂βbσ
α − bτ

βΓ ρ
ατ − Γ τ

αβbσ
τ )vσ

)
2.3. Équations d’équilibre

Deux types de conditions aux limites sont envisagées : une condition homogène de Dirichlet sur la frontiè
rieure∂Ω et une condition homogène de Neumann sur le bord des trous∂Sε . On introduit les espaces fonctionne
V (Ωε) = {v ∈ H 1(Ωε), v = 0 sur∂Ω}, V (Ωε) = (V (Ωε))2, W(Ωε) = {w ∈ H 2(Ωε), w = 0, nα∂αw = 0 sur
∂Ω} où (n1, n2) est le vecteur unitaire normal à∂Ω etV K(Ωε) = V (Ωε)×V (Ωε)×W(Ωε). Sous les condition
classiques de régularitép ∈ L2(Ωε) (p est la résultante des forces appliquées exprimée dans la base cova
le coupleuε = (uε

i ) ∈ V K(Ωε), ϕε ∈ V (Ωε) est l’unique solution faible du problème variationnel :


∫
Ωε

(
cK(uε,v) + eK(v, ϕε)

)√
a dx =

∫
Ωe

p · v√
a dx ∀v ∈ V K(Ωε)

∫
Ωε

( − eK(uε,ψ) + dK(ϕε,ψ)
)√

a dx = 0 ∀ψ ∈ V (Ωε)

(1)

avec la définition des opérateurs associés à ce modèle de coque de Koiter :


cK(uε,v) = c
αβστ
M γαβ(uε)γστ (v) + t2

3
c
αβστ
F ραβ(uε)ρστ (v)

eK(v,ψ) = eαβσ γαβ(v)∂σ ψ

dK(ϕε,ψ) = dαβ∂αϕ ∂βψ

On note que cette écriture permet de faire l’analogie avec le problème tridimensionnel ou le problème de
[4] mais ici, contrairement au problème de plaques, les composantes du champ élastique interviennent
ordres de dérivation différentsdans l’expression des tenseursγ et ρ, ceci se traduira par des problèmes loca
d’unenature différentede celles des problèmes globaux.

3. Propriétés de l’opérateur d’éclatement périodique

Pour toutv ∈ L2(Ω) prolongé par 0 en dehors deΩ on définit l’opérateurT ε par :

T ε(v)(x, y) = v

(
ε

[
x

ε

]
+ εy

)
∈ L2(Ω × Y), x ∈ Ω, y ∈ Y

et on regroupe ses principales propriétés dans le théorème suivant.
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Théorème 3.1.

(i) Pour toutv ∈ L1(Ωε) on a la formule d’intégration approchée:

∣∣∣∣
∫
Ωε

v(x)dx − 1

|Y ∗|
∫

Ω×Y ∗
T ε(v)(x, y)dx dy

∣∣∣∣ �
∫
Oε

∣∣v(x)
∣∣dx, Oε = {

x ∈ Ωε | dist(x, ∂Ωε) < 2ε
}

et pour toutv,w ∈ L2(Ωε) on aT ε(vw) = T ε(v)T ε(w).
(ii) Soitv ∈ L2(Ω) alors on a la convergence forteT ε(v) → v dansL2(Ω × Y ∗).

(iii) Soit {vε}ε une suite uniformément bornée dansL2(Ωε). Il existev ∈ L2(Ω × Y ∗) tel qu’après extraction
d’une sous-suite notée de la même façon on a la convergence faible suivante :

T ε(vε) ⇀ v dansL2(Ω × Y ∗)

(iv) Soit {vε}ε une suite uniformément bornée dansH 1(Ωε). Il existe deux champs de vecteursv ∈ H 1(Ω),
v̄ ∈ L2(Ω,H 1

per(Y
∗)), tels qu’après extraction d’une sous-suite notée de la même façon on a les conver

faibles suivantes:

{
T ε(vε) ⇀ v dansL2(Ω × Y ∗)
T ε(∇xv

ε) ⇀ ∇xv + ∇y v̄ dansL2(Ω × Y ∗;R
2)

l’indice y indique la dérivation par rapport à la deuxième variabley.
(v) Soit {vε}ε une suite uniformément bornée dansH 2(Ωε). Il existe deux champs de vecteursv ∈ H 2(Ω),

v̄ ∈ L2(Ω,H 2
per(Y

∗)) tels qu’après extraction d’une sous-suite notée de la même façon on a les conver
faibles suivantes:



T ε(vε) ⇀ v dansL2(Ω × Y ∗)
T ε(∇xv

ε) ⇀ ∇xv dansL2(Ω × Y ∗;R
2)

T ε(∇2
xvε) ⇀ ∇2

xv + ∇2
y v̄ dansL2(Ω × Y ∗;R

2 × R
2)

Les fonctions périodiques deH 1
per(Y

∗) etH 2
per(Y

∗) sont supposées de moyenne nulle.
Ces résultats sont une extension aux domainesperforésdes résultats présentés dans [5], on en donne une dé m
tration complète dans [4].

4. Homogénéisation de coques « à la Koiter »

On suppose dans cette section que les composantes de chacun des quatre tenseurscM, cF , d, e ne dépenden
pas de la variable microscopique{ x

ε
}, en particulier pour des structures composées d’un matériau homogè

tenseurs ne dépendent que de la variable macroscopiquex avec par exemple :

T ε(c
αβλµ
M )(x, y) = c

αβλµ
M (x), x ∈ Ωε, y ∈ Y ∗ et T ε(c

αβλµ
M )(x, y) = 0, y ∈ Y \ Y ∗.

On montre alors que la suite{uε, ϕε}ε est uniformément bornée dansV K(Ωε) × H 1(Ωε) et qu’elle converge
(cf. (4)) vers le champ limite(u, ϕ) donné par le théorème qui suit.
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Théorème 4.1. Le champ élastique limiteu ∈ V K(Ω) = H 1
0 (Ω) × H 1

0 (Ω) × H 2
0 (Ω) et le champ électrique limit

ϕ ∈ H 1
0 (Ω) vérifient le problème variationnel:


∫
Ω

(
c̄K(u,v) + ēK(v, ϕ)

)√
a dx =

∫
Ω

p · v√
a dx ∀v ∈ V K(Ω)

∫
Ω

(−ēK(u,ψ) + d̄K(ϕ,ψ)
)√

a dx = 0 ∀ψ ∈ H 1
0 (Ω)

où les nouveaux opérateursc̄K, ēK, d̄K ont pour expression:


c̄K(u,v) = c̄
αβστ
M γαβ(u)γστ (v) + t2

3 c̄
αβστ
F ραβ(u)ρστ (v) + t2

3 c̄αβστ
(
ραβ(u)γστ (v) + γαβ(u)ρστ (v)

)
ēK(v,ψ) = ēαβσ γαβ(v)∂σ ψ + t2

3 l̄αβσ ραβ(v)∂σ ψ

d̄K(ϕ,ψ) = d̄αβ∂αϕ ∂βψ

L’expression des tenseurs effectifs(c̄M, c̄F , ē, d̄) ainsi que les nouveaux tenseurs de couplage(c̄, l̄) sont donnés
par (3) ci-dessous.

Démonstration. (i) A partir d’unenouvelle preuvede l’inégalité de Korn sur une variété perforée on obtient la
joration uniforme :‖uε

1‖H1(Ωε) +‖uε
2‖H1(Ωε) +‖uε

3‖H2(Ωε) +‖ϕε‖H1(Ωε) � C. On poseV K,per(Y
∗) = H 1

per(Y
∗)×

H 1
per(Y

∗)×H 2
per(Y

∗). Le Théorème 3.1 permet alors d’obtenirl’existence du champ limiteu ∈ V K(Ω),ϕ ∈ H 1
0 (Ω)

etdes correcteurs̄u ∈ L2(Ω,V K,per(Y
∗)), ϕ̄ ∈ L2(Ω,H 1

per(Y
∗)) définis par les convergences faibles


T ε

(
γαβ,x(u

ε)
)
⇀ γαβ,x(u) + sαβ,y(ū) dansL2(Ω × Y ∗)

T ε(ραβ,x(u
ε)) ⇀ ραβ,x(u) + rαβ,y(ū) dansL2(Ω × Y ∗)

T ε(∇xϕ
ε) ⇀ ∇xϕ + ∇yϕ̄ dansL2(Ω × Y ∗)

où sαβ,y(v) = 1
2(∂α,yvβ + ∂β,yvα) et rαβ,y(v̄) = ∂2

αβ,y v̄3 + (bσ
α ∂β,y v̄σ + bσ

β ∂α,y v̄σ ).
(ii) On choisit des fonctions-testvε(x) de la forme

vε(x) =
(

v1(x) + εv̄1

(
x,

x

ε

)
, v2(x) + εv̄2

(
x,

x

ε

)
, v3(x) + ε2v̄3

(
x,

x

ε

))

avecvi ∈ D(Ω), v̄i ∈ D(Ω;C∞
per(

�Y ∗)) ce qui permet d’obtenir le champ limite(u ∈ V K(Ω),ϕ ∈ H 1
0 (Ω)) et les

correcteurs̄u ∈ L2(Ω,V K,per(Y
∗)), ϕ̄ ∈ L2(Ω,H 1

per(Y
∗)) comme unique solution du problème variationnel p

pour toutv ∈ V K(Ω), v̄ ∈ L2(Ω,V K,per(Y
∗)),ψ ∈ H 1

0 (Ω), ψ̄ ∈ L2(Ω,H 1
per(Y

∗)) :




∫
Ω×Y ∗

(
c
αβστ
M

(
γαβ(u) + sαβ,y(ū)

)(
γστ (v) + sστ,y(v̄)

)

+ t2

3
c
αβστ
F

(
ραβ(u) + rαβ,y(ū)

)(
ρστ (v) + rστ,y(v̄)

))√
a dx dy

+
∫

Ω×Y ∗
eαβσ

(
γαβ(v) + sαβ,y(v̄)

)
(∂σ ϕ + ∂σ,y ϕ̄)

√
a dx dy = |Y ∗|

∫
Ω

p · v√
a dx

∫
Ω×Y ∗

(−eαβσ
(
γαβ(u) + sαβ,y(ū)

)
(∂σ ψ + ∂σ,yψ̄) + dαβ(∂αϕ + ∂α,y ϕ̄)(∂βψ + ∂β,yψ̄)

)√
a dx dy = 0

(2)
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(iii) On exprime les correcteurs comme combinaison linéaire desfonctions de basequi dépendent maintena
desdeuxvariablesx ety.{

ū(x, y) = γλµ

(
u(x)

)
ḡλµ(x, y) + ρλµ

(
u(x)

)
h̄

λµ
(x, y) + ∂µϕ(x)z̄µ(x, y)

ϕ̄(x, y) = γλµ

(
u(x)

)
ζ̄ λµ(x, y) + ρλµ

(
u(x)

)
θ̄ λµ(x, y) + ∂µϕ(x)η̄µ(x, y)

(iv) On découple les problèmes en(ḡλµ, ζ̄ λµ), (h̄
λµ

, θ̄λµ) et (z̄µη̄µ) ce qui donne trois types de problèm
locaux posés dansY ∗ (on vérifie qu’ils ont une solution unique qui appartient à l’espaceL2(Ω,V K,per(Y

∗) ×
H 1

per(Y
∗))). Pour toutv̄ ∈ H 1

per(Y
∗), ψ̄ ∈ H 1

per(Y
∗) le problème en(ḡλµ, ζ̄ λµ) s’écrit :∫

Y ∗
cK,y(ḡ

λµ, v̄) + ey(v̄, ζ̄ λµ) = −
∫
Y ∗

c
λµστ
M sστ,y(v̄) et

∫
Y ∗

−ey(ḡ
λµ, ψ̄) + dy(ζ̄

λµ, ψ̄) =
∫
Y ∗

eλµσ ∂σ,yψ̄

le problème en(h̄
λµ

, θ̄λµ) s’é crit :∫
Y ∗

(
cK,y(h̄

µ
, v̄) + ey(v̄, θ̄µ)

) = − t2

3

∫
Y ∗

c
λµστ
F rστ,y(v̄) et

∫
Y ∗

( − ey(h̄
µ
, ψ̄) + dy(θ̄

µ, ψ̄)
) = 0

enfin le problème en(z̄µ, η̄µ) s’écrit :∫
Y ∗

cK,y(z̄
µ, v̄) + ey(v̄, η̄µ) = −

∫
Y ∗

eαβµsαβ,y(v̄) et
∫
Y ∗

−ey(z̄
µ, ψ̄) + dy(η̄

µ, ψ̄) = −
∫
Y ∗

dµβ∂β,yψ̄

Pour simplifier les notations on a représenté les opérateurs locaux par :


cK,y(u,v) = c
αβστ
M sαβ,y(u)sστ,y(v) + t2

3
c
αβστ
F rαβ,y(u)rστ,y(v)

ey(v,ψ) = eαβσ sαβ,y(v)∂σ,yψ

dy(η,ψ) = dαβ∂α,yη∂β,yψ

(v) On choisit ensuite les fonctions-testv̄ = 0, ψ̄ = 0 dans (2) ce qui permet d’identifier d’une part le problè
global posé surΩ (dont on montre qu’il a une solution unique) et d’autre part l’expression des tenseurs effe



c̄
αβστ
M (x) = 1

|Y ∗|
∫
Y ∗ c

αβλµ
M (δσ

λ δτ
µ + sλµ,y(ḡ

στ )) + eαβλ∂λ,y ζ̄
στ

c̄αβστ (x) = 1
|Y ∗|

∫
Y ∗ c

αβλµ
F rλµ,y(ḡ

στ )

c̄
αβστ
F (x) = 1

|Y ∗|
∫
Y ∗ c

αβλµ
F (δσ

λ δτ
µ + rλµ,y(h̄

στ
))

ēαβσ (x) = 1
|Y ∗|

∫
Y ∗ eαβλ(δσ

λ + ∂λ,y η̄
σ ) + c

αβλµ
M sλµ,y(z̄

σ )

l̄αβσ (x) = 1
|Y ∗|

∫
Y ∗ c

αβλµ
F rλµ,y(z̄

σ )

d̄αβ(x) = 1
|Y ∗|

∫
Y ∗ −eλµαsλµ,y(z̄

β) + dαλ(δ
β
λ + ∂λ,y η̄

β)

(3)

(vi) On démontre enfinles convergences fortes:


1Ωε

(
γαβ(uε) − γαβ(u) − Uε

(
sαβ,y(ū)

)) → 0 dansL2(Ω)

1Ωε

(
ραβ(uε) − ραβ(u) − Uε

(
rαβ,y(ū)

)) → 0 dansL2(Ω)

1Ωε

(∇ϕε − ∇ϕ − Uε(∇yϕ̄)
) → 0 dansL2(Ω)

où Uε est l’opérateur de moyennisationUε(v)(x) = 1
|Y ∗|

∫
Y ∗ v(α[ x

α
] + αz, { x

α
})dz, ∀v ∈ L2(Ω × Y ∗). On trouve

dans [4] la démonstration détaillée ainsi que l’étude des plaques minces.
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Remarques

– La périodicité considérée ici est liée aurepère curviligne.
– On constate que les tenseursc̄M, ē, d̄ sont calculés de la même façon que dans le cas des plaques membr

[4] mais que le couplage membrane-flexion des coques de Koiter modifie notablement l’expression de
teurs globaux̄cK, ēK, d̄K du problème limite par l’introduction des tenseurs de couplagec̄, l̄. Des couplages
du même type, qui apparaissent naturellement dans le cas des plaques hétérogènes, ont été mis e
dans le cas des coques [6–9].

– Insistons encore sur le fait que dans le cas des coques même si le matériau considéré initialement est
(les tenseurscM, cF , e, d dépendent toujours dex à cause de la géométrie de la coque et de{ x

ε
} à cause de

perforations) les coefficients « homogénéisés » dépendent encore de la variable « lente »x comme on le voit
dans les expressions (3).
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