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Résumé

Une méthode itérative est présentée pour la résolution des problèmes inverses de type Cauchy. Les itérations s
vérifient exactement les équations d’équilibre. Les tests numériques attestent de la précision de la méthode et de sa capac
résoudre efficacement ces problèmes lorsque le bord du domaine n’est pas régulier.Pour citer cet article : A. Cimetière et al.,
C. R. Mecanique 333 (2005).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A first order inverse method for the data completion problem.An iterative resolution method for inverse Cauchy proble
is presented. The successive iterations satisfy the equilibrium equations exactly. Numerical simulations prove the accura
the method and its ability to solve Cauchy problems when thedomain boundary is not regular.To cite this article: A. Cimetière
et al., C. R. Mecanique 333 (2005).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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1. Introduction

Certaines techniques d’identification nécessitent de connaître à la fois déplacementset forces ou température
et flux de chaleur sur toute la frontière d’un domaine, alors que ces quantités ne sont accessibles que sur
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1631-0721/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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de celle-ci. Voir par exemple [1], en ce qui concerne l’identification de fissures. Les problèmes de com
de données sont des problèmes de Cauchy pour des équations aux dérivées partielles. Le caractère m
ces problèmes rend leur résolution très délicate [2]. Déjà, dans les années 60, de nombreux travaux le
consacrés [4–7].

Une technique de complétion de données a été développée dans [8] et mise en oeuvre dans un problèm
fication de fissures [9]. L’opérateur modèle choisi était le laplacien. Cette technique, appelée dans la suite mét
d’ordre zéro, s’apparente à une méthode de Tikhonov itérative [3], où la connaissance a priori est réactuali
chaque itération. La particularité de la technique est qu’à chaque itération la solution déterminée vérifie exa
« l’équilibre ». Lorsque les données sont compatibles, la suite des itérations converge vers la solution du problè
de Cauchy. Des niveaux de bruit importants sur les données sont très bien tolérés et le nombre de donnée
très inférieur au nombre de quantités à déterminer [8].

La reconstruction de la dérivée normale sur la frontière du domaine par la méthode d’ordre zéro pré
niveau de précision bien inférieur à celui obtenu pour la reconstruction de la fonction elle-même (les erre
environ dix fois plus grandes). On note également que la méthode d’ordre zéro gère assez mal les discont
dérivée normale, surtout dans les coins.

L’objet de cette note est de présenter une évolution de la méthode d’ordre zéro, que l’on appellera
d’ordre un. Ses deux principaux apports sont une amélioration sensible de la convergence et une am
très nette de la reconstruction des solutions, en particulier de la dérivée normale, lorsque la frontiére du
présente des points anguleux. La méthode de quasi-réversibilité [5] est inadaptée pour gérer les problèmes
complétion de données, mais on s’inspire de l’idée que les équilibres sont aussi solutions d’un problème d’or
supérieur, pour construire la méthode d’ordre un.

2. La méthode d’ordre un

SoitΩ un domaine borné deR2, de frontièreΓ = Γd ∪ Γi . Soientφd etψd deux fonctions données surΓd . On
se propose de résoudre le problème de Cauchy suivant :


�u = 0 dansΩ

u = φd surΓd

u′ = ψd surΓd

(1)

où u′ désigne la dérivée normale deu. Le problème (1) admet au plus une solution. L’existence d’une solu
n’est assurée que si les donnéesφd etψd sont compatibles, c’est à dire sont respectivement les traces surΓd d’une
fonction harmonique et de sa dérivée normale. Dans la suite, cette fonction harmonique est supposée deC2

sur �Ω . On introduit maintenant le problème suivant :


�u = 0, �u1 = 0, �u2 = 0 dansΩ

u = φd, u1 = φ1d, u2 = φ2d surΓd

u′ = ψd, u′
1 = ψ1d , u′

2 = ψ2d surΓd

u′ = u1n1 + u2n2 surΓ∫
Γ (u1n1 + u2n2)ds = 0

(2)

où n1 et n2 sont les composantes de la normale unitaire extérieure àΩ . Les quantitésφ1d , φ2d , ψ1d , ψ2d sont
évaluées à partir des donnéesφd , ψd , en écrivant queu1 et u2 sont les deux dérivées partielles deu et en utilisant
l’équation�u = 0 surΓd . Ainsi les valeurs deu1, u2, u′

1, u′
2 se trouvent données par les relations :


φ1d = ψdn1 − dφd

ds
n2, φ2d = ψdn2 + dφd

ds
n1

ψ1d = −dφ2d

ds
, ψ2d = dφ1d

ds

(3)
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Lorsque les donnéesφd et ψd sont compatibles, toutes les données du problème (2) sont compatibles etu1, u2
sont alors les dérivées partielles deu. Le problème (2) peut être reformulé en distinguant les relations caracté
l’équilibre :

�u = 0, �u1 = 0, �u2 = 0 dansΩ,

∫

Γ

(u1n1 + u2n2)ds = 0 (4)

et les relations traduisant les conditions aux limites :


u = φd, u1 = φ1d, u2 = φ2d surΓd

u′ = ψd, u′
1 = ψ1d, u′

2 = ψ2d surΓd

u′ = u1n1 + u2n2 surΓ
(5)

La solution de ce problème estrecherchée dans l’espaceH(Ω) défini par :

H(Ω) = {
(v, v1, v2) ∈ [

H 1(Ω)
]3 vérifiant les équations d’équilibre (4)

}
On définit ensuiteH(Γ ), l’espace composé des traces surΓ des éléments deH(Ω) et de leurs dérivées normale
PourΦd = (φd,φ1d,φ2d,ψd,ψ1d,ψ2d ), une formulation équivalente au problème (2) est :


TrouverU = (u,u1, u2, u

′, u′
1, u

′
2) ∈ H(Γ ) tel que :

U = Φd surΓd

u′ = u1n1 + u2n2 surΓ
(6)

L’algorithme itératif suivant est introduit pour résoudre (2). Il est appelé méthode d’ordre un et, comme
rithme proposé dans [8], reprend l’esprit de la méthode itérative de Tikhonov : étant donnéc > 0 etU0 ∈ H(Γ ),


trouverUk+1 ∈ H(Γ ) tel que :
J k

c (Uk+1) � J k
c (V ) ∀V ∈ H(Γ ) avec :

J k
c (V ) = ∥∥v′ − (v1n1 + v2n2)

∥∥2
−1/2,Γ

+ ‖V − Φd‖2
Γd

+ c‖V − Uk‖2
H(Γ )

(7)

Supposant que le problème (1) possède une solution de classeC2 sur �Ω , la preuve de la convergence de l’a
gorithme est similaire à celle établie dans [8] pour l’algorithme de la méthode d’ordre zéro. La discrétisa
l’algorithme conduit à chaque itération à la résolution d’un système linéaire pour lequel la matrice ne dépend
dek. La condition d’équilibre global, traduite par la dernière égalité de (4), joue un rôle capital. Si on la re
la définition deH(Ω), la méthode d’ordre un donne alors des résultats bien moins précis.

3. Tests numériques

Les simulations numériques ont pour but de comparer la méthode d’ordre un à la méthode d’ordre zéro [8].
domaine considéré est donné sur la Fig. 1, la fonction à reconstruire est :

u(x1, x2) = x2

(x1 − 1/2)2 + x2
2

Le supportΓd des données est composé de l’arc de cercle de rayon 1. Les donnéesφd etψd sont générées à part
de la fonction solution. Les données concernantu1 et u2 sont évaluées numériquement à partir des valeurs dφd

et ψd , ces valeurs pouvant être bruitées. Les dérivées tangentielles figurant dans (3) ontété calculées en utilisan
une technique de régression parabolique sur 11 points. LaFig. 2 donne la reconstruction de la dérivée normale
la méthode d’ordre un. On constate que la reconstruction devient précise lorsque le domaine est à fron
régulière. On s’intéresse désormais au cas de données entachées d’un bruit de mesure. Le support des do
même que précédemment. Les donnéesφd etψd sont entachées d’un bruit de 1%. La Fig. 3 donne la reconstru
de la dérivée normale par la méthode d’ordre zéro et la Fig. 4 celle par la méthode d’ordre un. Ces reconstruct
montrent que la méthode d’ordre un fournit des résultats beaucoup plus précis, surtout en présence de b
ces tests, le nombre d’inconnues est le double de celui des données.



126 A. Cimetière et al. / C. R. Mecanique 333 (2005) 123–126

ormale
méthode

frontière
éro

vailler en
ode à

7

10
Fig. 1. Domaine d’étude. Fig. 2. Reconstruction deu′ surΓi (ordre un).

Fig. 3. Reconstruction deu′ surΓi (ordre zéro), bruit suru et
u′ de 1%.

Fig. 4. Reconstruction deu′ surΓi (ordre un), bruit suru etu′
de 1%.

4. Conclusion

La méthode d’ordre un permet d’obtenir un niveau de précision pour la reconstruction de la dérivée n
comparable à celui obtenu pour la reconstruction de la fonction elle-même par la méthode d’ordre zéro. La
d’ordre un est capable de reconstruire des fonctions et leurs dérivées normales lorsque le domaine est à
non régulière, en restituant bien les discontinuités de dérivée normale. La comparaison à la méthode d’ordre z
atteste de l’efficacité et de la robustesse de la méthode d’ordre un, en particulier de sa capacité à tra
présence de bruit. Par ailleurs, ce test ainsi que d’autres essais numériques ont montré la capacité de la méth
débruiter.
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